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1�	
�   

  

1.1  ����� ��� !1  

1.1.1 ���� ������!  

  

 ��
�[ ],a b������� ���%� -��� �� � 2� ��
��� 3��! 4[ ],a b �� 

���
�
���� ���#�� �� �
 �!� �#��:  

  { }1, ,...,O nP x x x=  

 6
�$  

  0 1 ... na x x x b= < < < =  

 �-����� 3��!�:  

  [ ] [ ] [ ]0 1 1 2 1, , , ,..., ,n nx x x x x x−  

  

 	
����� �����$ �!
����P 	
����� ��7 ���$.  �,����� ��# ��7 39 

	
����� :���
 n.  �1!:  

  1, 1,...,i i ix x x i nδ −= − =  

  

                                                 
1
1�$0 آ/ ا����%$��$$� .�ص، ج�آ�ب!  )Riemann Bernhard  (1866- 1826ر��%$��! أ���"! : ر���ن �

  .ود��19! م6�7 "5��2 ا��4اب3 ا�����2
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3��!���7  ������ ���$ ����� ;����� ����� [ ]1,i ix x− . 2$ <��!Pδ 

"�,���  	
����� 39 ���. ���* P�* :* :   

  { }max / 1,...,iP x i nδ δ= =  

3��!� Pδ 	
����� 	
=! �* �
��$ P.  

  

 	
��� �# ���!P′	
����� �� +�* >!*  P��� ��,  'P P⊂)  �!�� ��, :*

 39 ���?��� ���! ��P 39 �1
* ���?��� P′(  

  

��"�1.1  

 ������ �$��![ ]0,1I =  

 �1!:1
0, ,1

2
P

 =  
 

 �, 41

2
Pδ = 

 ��
��1 2
' 0, , ,1

3 3
P

 =  
 

 �, 41
'

3
Pδ =4 ������ @�7 39 P′ +�* ��
� 

 ��P. 

���?! ��1 2
' 0, , ,1

2 3
P

 =  
 

  �!
�� ���
1 1 1 1
' max , ,

2 6 3 2
Pδ  = = 

 
4 39 

 �, ������ @�7P′ �� +�* P  ��'P P⊂▪ 

  

 ��� ��, >!* A1���� ��P′ �� +�* P  �B9'P Pδ δ≤. 

  

 2$ <��!a,bP ������ ���
��� �� �#���� "�, [ ],a b . ���!# �,

a,bP ������ ���! �� �
 �!� ��#���� ��, 37 [ ],a b �#���� �� 6
� 

 �� ���
�� ���! +$�!�� ����� �$��� �7���!#a �� �
�
�� ���!� b. 
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2.1.1  ����� #�����  

  

 ��
�f "�# ������� �9��� ��$�� [ ],a b 2$ �
)!�� m � M "�, 

 "�# 3������ "�# "�#��� "!��� >
��[ ],a b:  

  [ ] [ ], ,

inf , sup
a b a b

m f M f= =  

  

��
�{ }0 1 a,b, ,...., np x x x= ∈P �* A1���� ��f �� "�# ������ "�$


 ���.[ ]1,i ix x− ��. �� P . 2$ �(�!# <��!�  

  
[ ] [ ]1

1
, ,

inf , sup 1,....,
i i

i i

i i
x x x x

m f M f i n
− −

= = ∀ =  

 �
#������ ��)!��  :  

  
1 1

( , ) , ( , )
n n

i i i i
i i

R f P M x R f P m xδ δ
= =

= =∑ ∑  

"#�
( , )R f P �$���� 3����� ���
� C����$ f	
����� +9�����P 

"#�
�( , )R f P �$���� :����� ���
� C����$ f	
����� +9�����P.  

�!
��  

 a,b( ) ( , ) ( , ) ( )m b a R f P R f P M b a P− ≤ ≤ ≤ − ∀ ∈P  

���1
* �!
�,  ��� ��'P �� +�* 	
��� P��� :  

  ( , ') ( , ), ( , ) ( , ')R f P R f P R f P R f P≤ ≤  

 	D, �  

  1 2 1 2 a,b( , ) ( , ) ,R f P R f P P P≤ ∀ ∈P  
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�7�� �
?�� �.E��� @ �* ���# ��$���� F(��!�� �� 3�G1 2P P∪ �� +�* 

1P ��� 2P �!
�� ���
9:  

 1 1 2 1 2 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , )R f P R f P P R f P P R f P≤ ≤ ≤∪ ∪  

  

��"�2.1  

 �$��!�ψ <
���� ������ � �
$ ������� ����!�� ���#�a� b 6
� 

a b< :* :  

  
[ ]
[ ]

1 ,
( )

0 , \

x a b
x

x a b
ψ

 ∈
= 

∈

∩�

�
  

)"#�
ψ 3�?
�
� �$��$2(. 

�
���{ }0 1 a,b, ,..., nx x x P= ∈P �!
�� 4:  

  , 0ii m∀ =  

  



�
�� �
��# �� �
$ >!* ��� �� ��7 � �� �! - �� ���
  �� �
� 

>!�� 0����� ���#��:  

  
1

( , ) 0
n

i i
i

R P m xψ δ
=

= =∑  

�, 	D:  

  , 1ii M∀ =  

 �9�D� �� ��7� 39 � >!�� :  

                                                 
2
) Dirichlet (Le Jeune) Peter Gustave (1859-1805"! ر��%$��! أ���: د��19! 

��ل @$�2 ��ل "5��2 ا�?م� .$� ا��47<$2 و>=>/ Aأ B�C� !0 آ/ م� .�ص وج�آ�ب$�1�
�G ب�F4م/ د��19! و��ب3 د��19! وم2�6E د���D .!19ر�!E� ه�7ك م�.  
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1 1

( , ) 1
n n

i i i
i i

R P M x x b aψ δ δ
= =

= = ⋅ = −∑ ∑  

  

"�# ���! �
?�� 39 ��,:  

  a,b , ( , ) , ( , )P R P O R P b aψ ψ∀ ∈ = = −P  

  

$���! 1.1  

 ����� �$�� �# ���!  

  [ ]: ,f a b → �  

 "�# ���� ���
� >!*[ ],a b  ��� ��,:  

  
a,b

a,b

sup ( , ) inf ( , )

bb

PP aa

f R f P R f P f
∈∈

=∫ ∫� �
PP

3  

 �$���� ���
� �����$ �
�$���� �
���� ����)��� ��
��� 3��!f "�# 

[ ],a b . 2$ �
�
��� � 
�, �
)!�  

  

b

a

f∫  
 "#�
  

  

b

a

f∫  

�
� �����$:����� �� ������ "�# [ ],a b  �  

                                                 
3
 ����  ف بـCJK� J ب<0ا ا��م? ا�
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b

a

f∫  

3����� ���
� �����$ ������ "�# [ ],a b.  

  

��"� 3.1  

   �$����ψ ������ "�# ���� ���
� �
� ��!K /����� [ ],a b�� :  

a,b , ( , ) , ( , )P R P O R P b aψ ψ∀ ∈ = = −P.  

�� �� F�!
�
�L� �!7�$��� +$���� /
���:  

  

 �%&���1.1  

 ����� �$�� ���
 "��[ ]: ,f a b →� "�# ���� ���
� [ ],a b 	<�
 

3�
 �� +��
 �* 3��
�:  

  a,b, ; ( , ) ( , )O P R f P R f Pε ε∀ > ∃ ∈ − ≤P.  

  

��"� 4.1  

 �$���� �$��!�( )f x x= ���� "�# /����� [ ],a b . �* �� ��G�!�f 

 "�# ���� ���
�[ ],a b.  

 �* A1���� �� �
��$�� 39f����� � "�# [ ],a b� ���:  

[ ], , ( )x a b a f x b∀ ∈ ≤ ≤.  

 ��* �� 	D*n ∈��1! :  
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, 0

, , 2 ,...,

n

b a
P a i i n

n

b a b a b a
a a a a n

n n n

− = + ≤ ≤ 
 

− − − = + + + 
 

  

 �,a,bnP ∈P �* 6
� i

b a
x a i

n

−
= +� i

b a
x

n
δ

−
=.  

 ;���$ �L� 	��!�( , )nR f P� ( , )nR f P.  

 ;����( , )nR f P �( , )nR f P  "�, M���!:  

  [ ] [ ]1 1, ,

sup ( ) sup
i i i i

i i
x x x x x x

M f x x x
− −∈ ∈

= = =  

�  

  [ ] [ ]1 1

1
, ,

inf ( ) inf
i i i i

i i
x x x x x x

m f x x x
− −

−∈ ∈
= = =  

2$ ���!�   

  
1

( 1)

2

n

i

n n
i

=

+
=∑  

"�# ���! �� $:  
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( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

2

1 1

2

2

2

2

2

( , )

_

1

2

1

2

n n

n i i i
i i

n n

i
i i

n n

i i

b a
R f P M x x

n

b a b a b a
x a i

n n n

b a b a
a i

n n

b a n nb a
na

n n

b a n n
ba a

n

δ
= =

= =

= =

−
= =

 − −  = = +   
  

− − = +  
 

− +−
= +

− +
= − +

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

i i

i

  

�  

( )

( )

( )

( ) ( )

1

1 1

1

1 1

2

1 1

2
1

2
0

2

2

2

( , )

_
1

1

1

2

n n

n i i i
i i

n n

i
i i

n n

i i

n

j

b a
R f P m x x

n

b a b a b a
x a i

n n n

b a b a
a i

n n

b ab a
na j

n n

b a n n
ba a

n

δ −
= =

−
= =

= =

−

=

−
= =

 − −  = = + −   
  

− − = + − 
 

−−
= +

− −
= − +

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑i i

i

 

  

"�# �!��� ��,:  
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( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2

2

2

1
( , )

2

1
( , )

2

n

n

b a n n
R f P ba a

n

b a n n
R f P ba a

n

− +
= − +

− −
= − +

i

i

  

 

�!
�� ���
 �
������� �
$ +���� 0���B$:  

  

( )

( )

( )

2

2

2

2

2

( 1) ( 1)
( , ) ( , )

2

2

2

n n

b a n n n n
R f P R f P

n

b a n

n

b a

n

− + − − − =   

−
=

−
=

i

i  

  

 ����� �� �!!��
 ��7:  

0 0

2

0

0

( )
0, ; ( , ) ( , )n n

b a
n R f P R f P

n
ε ε

−
∀ > ∃ − = ≤  

 �
��� ���
 6
�0n2$ :  

  
( )0 2

1n
b a

ε 
= + 

−  
  

 ����0n 	
��� ���� 3!�
 
0nP:* :  

  
0 0 0a,b0, ; ( , ) ( , )n n nP R f P R f Pε ε∀ > ∃ ∈ − ≤P  

 �* ����� ��7 �� F�!
f "�# ���� ���
� [ ],a b.  

 ���$n;��� 39 �
� ! - �� "�, ��N
  R�* R��! :  



������� 	
����� ������ ����                            ��������� ��
���                   ���� �����    

 12 

2
2

2 2

( )
lim ( , )

2

lim ( , )
2 2

b

n
n

a

b

n
n

a

b a
f dx R f P ba a

b a
R f P f dx

→+∞

→+∞

−
= = − +

= − = =

∫

∫
  

 >!��  

  

2 2

( )
2 2

b

a

b a
f x dx = −∫  
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3.1.1 ����� ��� ! ��' �����!  

  

1.  O���� ���� "�# ;
�� �$�� �� �* �$D�[ ],a b �������� �$�. 

�� ��7 "�# ���
� ;������ . 

2. �
�L� �E������ 4���
�� �
���� �* "����� �
������ ���?��� 4;��*: 

2

2
, , ,

b b b b
x

a a a a

dx
xdx x dx e dx

x∫ ∫ ∫ ∫   

 6
�[ ]0 a b< <.  

3.  ������� /
��� 	�?���
1

0

1

1
dx

x+∫ ;���� �
������ �����$ 

�
� !�� : 

1 1 1
lim ....

1 2 2x n n n→+∞

 + + + 
+ + 

  

� E����� 4;�����
� !�� 4	(E� �$�� ����:  

2 2 2 2 2
lim ....

1 2 2x

n n n

n n n→+∞

 + + + 
+ + 

  

4.  ��� ��, >!* �$D*f"�# -��� ���
� ��$�� [ ],a b  ����# ��� ��,� 

m� M 6
�$ 0 m f M< < < "�# [ ],a b �B9 
1b

a f∫����� . 

5.  ��
�[ ]: 0,1f I = →�3�
 ��� �9��� ��$��  : 
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( )
1 \

x x I
f x

x x I

∈
= 

+ ∈

∩�

�
  

�$���� �7f"�# ���� ���
�IP 

�$���� ��* �� ��N��� ��! ::g I →� �� 

21

4( )

\

x x I
g x

x x I

 ∈
= 
 ∈

∩�

�
.  
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2.1 ()����� ��)��� �����%�� *����  

1.2.1 
�
+,� ���'  

 ����{ }
1n n

x
≥

 �� �
����� � . 3���� �
������� @� � "����� �
� !�� /��!

! 2$ � � <��liminf n
n

x
→+∞

 �*lim n
n

x
→∞

 3�
 ���  :  

  ( )
1

liminf sup infn k
n k nn

x x
→+∞ ≥≥

=  

 3���� � � �
���� �
� !�� /��!�! 2$ � � <��limsup n
n

x
→+∞

 �* lim n
n

x
→∞

 ��� 

 3�
:  

  1
limsup inf supn k

nn k n

x x
≥→+∞ ≥

 =  
   

  

 ��"�5.1  

  �
������� �$��!:( )1
n

nx = − �
����� "����� �
� !�� �� �� ;���$ 	��!�� 

�
������� @� �. 

 ��* ��n �!
�� 3�
� �$D� :  

{ } { }

{ }
{ }

1 2inf inf , inf , , ,....

inf 1, 1,1, 1,..... ; 2

inf 1,1, 1,1,..... ; 2 1

1

k k n n n
k n

x x k n x x x

n p

n p

+ +≥
= ≥ =

 − − =
= 

− − = +

= −
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 :*  

  1, inf 1k
k n

n x
≥

∀ ≥ = −  

 >!��  

  ( ) { }
1

lim sup inf sup inf , 1 1n k k
k n k nn n

x x x n
≥ ≥→∞ ≥

= = ≥ = −  

��* �� >!, 	D n�!
�� 3�
� �$D� :  

 

{ } { }

{ }
{ }

1 2
sup sup , sup , , ,....

sup 1, 1,1, 1,..... ; 2

sup 1,1, 1,1,..... ; 2 1

1

k k n n n
k n

x x k n x x x

n p

n p

+ +
≥

= ≥ =

 − − =
= 

− − = +

=

  

 :*  

  1, sup 1k
k n

n x
≥

∀ ≥ =  

 >!��  

  { }1
lim inf sup inf sup , 1 1n k k
n n k n k n

x x x n
→∞ ≥ ≥ ≥

 = = ≥ = 
 

  

  

��"� 6.1  

 ��* �� �
����� "����� �
� !�� ;��!� ���� ��D��� 39 �!��9 ����
������� 

( )1
2

n

ny
n

−
= +.  

 ��
�n �� �$D� *�  
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{ } { }1 2inf inf , inf , , ,....

1 1 1
inf 2 ,2 ,2 ,..... ; 2

1 2

1 1 1
inf 2 ,2 ,2 ,..... ; 2 1

1 2

1
2 ; 2

1

1
2 ; 2 1

k k n n n
k n

y y k n y y y

n p
n n n

n p
n n n

n p
n

n p
n

+ +≥
= ≥ =

  + − + =  + +  
= 

  − + − = +  + + 

 − = += 
 − = +


  

 �1!infn k
k n

z y
≥

= �
������� ���� Q�$ ;��!�� nz:  

1 2 3 4 5

1 1 1 1 1
2 , 2 , 2 , 2 , 2 ,....

1 3 3 5 5
z z z z z= − = − = − = − = −  

 �* =�E!  

  ( )
1 1

1
sup inf sup 2 2

2 1
k

k nn n

y
n≥≥ ≥

 = − = 
+ 

  

 :*  

  lim 2n
n

y
→∞

=  

�* ��! ��
���� ��!$�  

  

1
2 ; 2

sup
1

2 ; 2 1
1

k
k n

n p
ny

n p
n

≥

 + =
= 
 + = +
 +

  

 >!��  

  
1

1
lim inf 2 2

2
n

n n
y

n→∞ ≥

 = + = 
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�-'.�:  

 ����{ }
1n n

x
≥

�
�
�� ���#* �
�����  . �1�$, infn k
k n

n y x
≥

∀ = =�E! 4

 �*{ }
1n n

y
≥

 �� �
����� �  6
� { },= +∞ −∞� �∪ �
�<���:  

{ } { }1 2 1 2 1inf , , ,... inf , ,...n n n n n n ny x x x x x y+ + + + += ≤ =  

 3�
 �� �$��� ���
 >!��:  

    ( )
1

liminf sup lim lim infn n n k
n n n k nn

x y y x
→+∞ →+∞ →+∞ ≥≥

= = =  

3�
 �� ��! �* ���
 �D��� �-����$:  

  
limsup lim supn k

nn k n

x x
→+∞→+∞ ≥

 =  
   

2.2.1  ��+������ ���'  

����{ }
1n n

A
≥

�� �
����#���� 0�<�* �� X . @� � "����� �
� !�� /��!

 2$ � � <��
 3���� �
�������liminf n
n

A
→+∞

�* lim n
n

A
→∞

3�
 ���  :  

    

  
1

liminf n k
n

n k n

A A
→+∞

≥ ≥

 
=  

 
∪ ∩  

  

 2$ � � <��
 3���� � � �
���� �
� !�� /��! ���limsup n
n

A
→+∞

�* lim n
n

A
→∞

 

3�
 ���:  

1

limsup n k
n n k n

A A
→+∞ ≥ ≥

 
=  

 
∩ ∪  
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��"� 7.1  

���� { }
1n n

A
≥

�
����� �#���� 0�<�* �� X �* 6
�$ 2nA B= � 

2 1nA C+ = 6
� A� B �� 0�<�* X.  

 ��* ��n�$��� ���
 �$D� :  

  

.... 2

.... 2 1
k

k n

B C B C n p
A

C B C B n p

B C

≥

=
= 

= +

=

∩ ∩ ∩

∩ ∩ ∩

∩

∩
  

 :*  

  
, k

k n

n A B C
≥

∀ = ∩∩  

 >!��  

  
( ) ( )

1

liminf ....n k
n

n k n

A A B C B C

B C

→+∞
≥ ≥

 
= = 

 

=

∩ ∪ ∩ ∪

∩

∪ ∩
  

 ��* �� ��(���n��! ��$���� ��
���� ��!$� �$D� :  

  k
k n

A B C
≥

= ∪∪  
>!��  

  
( ) ( )

1

......k
n k n

A B C B C

B C

≥ ≥

 
= 

 

=

∪ ∩ ∪ ∩

∪

∩ ∪
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3.2.1 �����!�����%�� ��' ��)���  � ()����  

  

1. 	���� �� 
��$  �
������� �
�
������ "������ �
���� �
�
� !�� ;��* ��� 

 3�
: ( ) ( )
2

11 1
1 ,

n
n

n na b
n n n

−
= − + = + 

2.  �
�
���� �
������� ;����� "�� >!* �$D*{ }
1n n

x
≥

 ��! l �* 3��
� 	<�
 

 �!
�� ���
 :  

  limsup liminfn n
nn

x x l
→+∞→+∞

= =  

3.  �
������� �
�
�
�� �
�
����� �� ��* �� �$D*{ }
1n n

a
≥

� { }
1n n

b
≥

 

�* :  

( )

( )

lim lim lim

limlim

lim lim lim

n n n n

n n n

n n
n

n

n n n n
n n n

a b a b

a b

a b a b

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞
→+∞

→+∞ →+∞ →+∞

+ ≤ +

≤ +

≤ + ≤ +

  

4.  ����{ }
1n n

x
≥

� { }
1n n

y
≥

 �* 6
�$ �
�
�
�� �
�
����� 1, n nn x y∀ ≥ ≤ 

�* �
$:  

lim lim , lim limn n n n
n n

n n

x y x y
→+∞ →+∞

→+∞ →+∞

≤ ≤
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5.  0�<�* �
������ "������ �
���� �
�
� !�� ;��*� �
����� : 

a. { }n n
A 6
�$ [ ] [ ]2 1 21,2 , 0,1n nA A+ = = 

b. { }n n
B6
�$  

( )1
0,1

n

nB
n

 −
= + 
  

 

6.  ����X� �#���� { }n n
E� { }n n

F
����� �* �$D* 4� (�<�* �� �
� :  

( ) ( ) ( )
( )

lim lim lim lim lim

lim lim lim

n n n n n n
nn n n n

n n n n
n n n

E F E F E F

E F E F

→+∞→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

→+∞ →+∞ →+∞

    ⊂ ⊂   
   

   ⊂ =    
   

∪ ∪ ∪

∪ ∪

  

�*�:  

  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

lim lim lim lim lim

lim lim lim

n n n n n n
nn n nn

n n n n
n n n

E F E F E F

E F E F

→+∞→+∞ →+∞ →+∞→+∞

→+∞ →+∞ →+∞

   = ⊂   
   

⊂ ⊂

∩ ∩ ∩

∩ ∩
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2 �������� ������  

  

0.2  
���!  

���� X � �#���� ( )XP� (�<�* �#���� .  

�#���� �# ���!   AAAA � !, �(9 )��* (0�<�* �� X ��, ��9� ��, 

����:  

  ⊂ ( )XA P  

�* :*   AAAA0<� � !� ��!# ��� �#���� 37 ��� X.  

�
�L� �
�
���$ ��# ��#������ �(�� <��!: 

   

A B C D E F G H I J K L M N O P Q 
R S T U V W X Y Z 

  

��"� 1.2  

�� �$��! �#����X =N��� �
�#����� ��:  

{ } { }{ }= 0,1 ,2 , 0A N 4{ }{ }= ∈,n nB N  

 �,AAAA � BBBB�(9 
0�<�* �� �X.  

-'0: �!�$�#� ��, A0<� ��� X � y 0<��� �� ��!# A ���
9 

�$���:  

  ∈ ∈ ∈ ⇒ ∈A, , ( )y A A A A XA P  
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$����! 1.2  

 ����FFFF �#���� 0�<�* �� �(9 X.  

o ���! �#    F F F F3�
 �� +��� ��, >�!��� ������� �$�!��$ ����� � !*:  

  ∀ ∈ ⇒ ∈∩,A B A B FF  
 

�* F
�����$ F�!
�:  

  { } ≤ ≤
=

∀ ⊂ ⇒ ∈∩1
1

n

i ii n
i

A AF F  

  

o �# ���!  FFFF ���� �$���� ������� �$�!��$ ����� � !* )������ ( ��,

3�
 �� +���:  

  { }
∞

≥
=

⊂ ⇒ ∈∩1
1

n nn
n

A AF F  

 

o  �# ���! FFFF �� +��� ��,  >�!��� ����E� �$�!��$ ����� � !* 

3�
:  

  ∀ ∈ ⇒ ∈∪,A B A BF F  

�* F
�����$ F�!
�:   

  { } ≤ ≤
=

⊂ ⇒ ∈∪1
1

n

i ii n
i

A AF F  

  

o �# ���!  FFFF ���� �$���� ����E� �$�!��$ ����� � !* )������ ( ��,

3�
 �� +���:  
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  { }
∞

≥
=

⊂ ⇒ ∈∪1
1

n nn
n

A AF F  

 

o �# ���!  FFFF3�
 �� +��� ��, +���� �$�!��$ ����� � !* :  

( )∀ ∈ ⇒ − ∈,A B A BF F  
 

o  �# ���! FFFF*  :�=�!��� +���� �$�!��$ ����� � !)�$ ���� �

Boole (3�
 �� +��� ��,:  

  ∀ ∈ ⇒ ∆ ∈,A B A BF F  
 

 ��  

  ( ) ( ) ( ) ( )∆ = − = − −∪ ∩ ∪A B A B A B A B B A  
 

��"� 2.2  

 �#������ �$��!X = RRRR4�����  0I �� �(9 ���������� �-���.  

•  �,0I�� >�!��� ������� �$�!��$ �����  : 

 ��
�] [ 0,a b ∈ I 4] [ 0,c d ∈ I �� , ; ,a c b d−∞ ≤ ≤ +∞ �# �!
�� 

�-��:  

  

  

  

  

  

  

a     b     c    d 

[ه�7  [ ] [ 0, ,a b c d = ∅ ∈∩ I  

c     d     a    b 

[ه�7  [ ] [ 0, ,a b c d = ∅ ∈∩ I  
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 ���0I� ������ ������� �$�!��$ ����� ��
� �:  

  

  

  

  

  

 �* A1���� ��[ ]
1

1 1
, ,

n

a b a b
n n≥

 ⊂ − +  
∩ ��� ��, >!* 	D :

1

1 1 1 1
, , 1

n

x a b a x b n a x b
n n n n≥

 ∈ − + ⇔ − < < + ∀ ≥ ⇒ ≤ ≤  
∩  

•  �, 0I >�!��� ����E� �$�!��$ ����� ��
�:  

  ] [
�

] [
�

0 0

01,2 3, 4

∈ ∈

∉∪

I I

I  

•  �,0I +���� �$�!��$ ����� ��
�: 

  ] [ ] [ ] ] [ [ 01,4 2,3 1, 2 3,4− = ∉∪ I  

a     c     d    b 

[ه�7  [ ] [ ] [ 0, , ,a b c d c d= ∈∩ I  

a     c     b    d 

[ه�7  [ ] [ ] [ 0, , ,a b c d c b= ∈∩ I  

c     a     d    b 

[ه�7  [ ] [ ] [ 0, , ,a b c d a d= ∈∩ I  

1
a

n
−  a      b    1

b
n

+  

]ه�7  ]

0

0

1

1 1
, ,

n

n

a b a b
n n≥

∈ ∀

 − + = ∉  	

�

�
∩

J

I  
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1.2 ��+������ ���  
   �F4�X2$��9 �$. 2A��  . م�

1.1.2��)'��   

 ���11.2  

�, ( )∩( ), ,XP �7��� ������ �
!$$ ����� ∅ � ����� X.  

  ;∅∆ = ∆∅ = ∩ = ∩ =A A A X A A X A  

�
���� R��
 ��$DS�.  

  

 ���12.2  

�(9 ����� "��  AAAA 0�<�* �� �
��? �
T X$$ ! �
 �* 3��
 ������

+����� >�!��� ����U� �$�!��$ ����� ����.  

���"2�:�
����� "�# 3�G
 ��7�$�� .  

(��,� �)'����:  

AAAA 	<���
 >�!��� �������� :�=�!��� +���� �$�!��$ ����� �*  AAAA��  ��

�� �
(<�( )XP) ���� 3 9 R��$�.(  

 ���� "��AAAA�� �
(<� ���� ( )XP3�
 �� +��� �* 3��
  :( ), ∆A 

 � �
(<� ��<AAAA4������� �$�!��$ �����   

�!
��  

  ,
A B

A B
A B

∆ ∈
∀ ∈ ⇒ 

∩ ∈

A
A

A
  

���
=! �B 2� �$�!��$ ∆�7 B >��! >!���B9 :  

,A B A B∀ ∈ ⇒ ∆ ∈A A  
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�* 3!�� A�
(<� ��<  �   

,A B A B∀ ∈ ⇒ ∩ ∈A A  

 ������� 3!��A  >!�� 4������� �$�!��$� "���� �������9����.  

  

��%�"�� �)'����:  

AAAA +����� >�!��� ����U� �$�!��$ ����� 	<���
 AAAA �����  2$∆ 

�∩.  

�* Q��!�  AAAA����� +����� >�!��� ����U� �$�!��$ �����  A � B   ��

AAAA .  

  ( ) ( )A B A B B A

∈ ∈

∆ = − ∪ − ∈
	
�
� 	
�
�

A A

A  

   )AAAA ����U� �$�!��$ ����� (  

( ) ( )A B A B A B B A
∈ ∈ ∈

∈

 
 = − − ∪ − ∈
 
 

∩ ∪	�� 	
�
� 	
�
�
	


�


�

A A A

A

A  

  

2.1.2���� �  

/
��� :� 3��!$"�# �� X "�# :���� ���� �� :* �
���� ���� �� 

X.  

 ���13.2  

���� AAAA�(9 �
��? �
T  0�<�* �� X .���� "�� AAAA"�# ��$�  X 

3�G
 �� +���
 �* 3��
� 	<�
:  

)1( ,A B A B∀ ∈ ⇒ ∪ ∈A A 
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)2( ( )c c A
XA A A∀ ∈ ∈ =A A �  

���"2� :  

* Q��!� AAAA "�# ��$� X . ;��)������ 2.2 (�B9) 1(�����  . ��
�

�L� A∈AAAA�!
��  :( )cA X A= − ∈AAAA �� ,X A∈AAAA;���  

) ������2.2( "�, ��!) 2(.  

�L� Q��� �* (x)P∅ ≠ ⊂AAAA+����  )1(� ) 2( �* �� ��G�!�� AAAA 

 ��$�)�
���� ����(.  

)1( �* 	<���
 AAAA ����U� �$�!��$ ����� .��
� A�  B �� AAAA :   

  ( )  
c

B c
XA B A C A B− = = ∈∩ ∪ A  

>!��  AAAA���� .  

�7X ∈A P��$ �*≠ ∅A>!B9 ���
  A ∈A . ��)2( 

( )cA ∈A ���  )1( ( )cX A A= ∈∪ A  

�-'.�:  

 ��)�� ���$��� ���
)1 ( 39) ������3.2 ( ��)��$)1'(  

)1'(    ,A B A B∀ ∈ ⇒ ∈∩A A   

 ��  

( ) ( )c c
c c c cA B A B A B A B= ∧ =∪ ∩ ∩ ∪  

▪  
 ���14.2  

����C  C  C  C  �(9�
��? �
T  �#���� 0�<�* �� X . ��$� �(�!# ���


*
�%��   A�# :���
 " CCCC)  ��� ��, >!* "!��$B"�# :���
 ��$�  CCCC  

 �B9⊂A B .("#�
 A �� ������ �$���$ CCCC.  
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���"2�:  

���� F��$��� �� �#��� B  ) 0�<�* �� �!�����X ( :��� 3���

"�#C .  

 �, ≠ ∅F��  ( )X ∈PPPP F . �1!�
∈

= ∩
B F

A B.  

 �,:  

1. ⊂C A �� ( ),∀ ∈ ⊂B BF C 

2.   A�� ��$� : 

•  ≠ ∅A "�# :���� � !� C. 

• ( ) ( ) , ;A B A B∈ ∧ ∈ ⇒ ∈ ∀ ∈A A B B F

;A B A B
∈

⇒ ∪ ∈ ∀ ∈ ⇒ ∪ ∈ =∩
B F

B B F B A 

• ( )��PPPPPPPPPPPPPPPPPجA A∈ ⇒ ∈ ∀ ∈A B , B F B
c cA A⇒ ∈ ∀ ∈ ⇒ ∈B , B F A  

▪  
/
��� ���  A��� ��, >!* W�! B  :���
 ��$� "�# C   �B9 

⊂A B)  ��∈B F(.  

  

 ���15.2  

��
�  A � ��#���� �$� { } *n n
A

∈�
�� ���!# �
�����   A���� 4 

�(�!# �
����� { } *n n
B

∈�
 ���!# �� A +��� "!D� "!D� ������� �
T 

1 1

n n
n n

B A
∞ ∞

= =

=∪ ∪ �� 1; n nn B A∀ ≥ ⊂.  
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)-'0�*  
1

n
n

A
∞

=
∪ "�, ���1��$ 3��!
 - A(  

���"2�:  

����  �
�������{ } *n n
B

∈�
3�L� ��!�� "�# F
�����$ �9����� :  

  
1 1

1

1

, 2

c
n

n n j
j

B A

B A A n
−

=

=


 
= ∩ ≥ 

 
∪

  

2

1 1 2 2 1 2 1 3 3 3 1 2

1

, , ( )....

c

c
j

j

B A B A A A A B A A A A A
=

 
= = ∩ = − = ∩ = − ∪ 

 
∪

 �� ��* �� n  4 nB ∈A � n nB A⊂ ��#������ �, 	D  nB  ������� �
T 

 ��* �� >!� nB � mB  ��  <m n �!
��  :  

−∩ ⊂ ∩ = ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ = ∅1 2 1...c c c

m n m n m n nB B A B A A A A A  

 ��$� �!
���n n
n n

B A⊂∪ ∪ �� n nB A⊂   

�L� ��
�:  
  *,n n

n

x A n x A∈ ⇒ ∃ ∈ ∈�∪  

 ��
�0n
$� ��# �%�*  6
�$ 3�
0nx A∈ ��� ��, 41 0 1x B n∈ ⇐ = 

 ��� ��,�01 n< �B9   

  ( ) ( ) ( )
0 01 2 1....n nx A x A x A− −∉ ∧ ∉ ∧ ∧ ∉  

 �* 	<���
 ��7�  

  ( ) ( ) ( )
0 0 0 01 2 1....

C C C

n n n nx A A A A B− −∈ =∩ ∩ ∩ ∩  

 �B9 >!��  

  n
n

x B∈∪  
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3.1.2  ��3����)σσσσ(�� �6 ���� �����  

 $���!2.2  

 3��!σ – �
)# �* ��$� �#���� "�# X��#���� �$� ��   

A �* 3!�� 3��� ������ �
����� �
��?$ ����
 �� �� ���!�� ���# ����,   

A  39 "�$
 A.  

  { } *

1

n nn
n

A A
∈

≥

∀ ⊂ ⇒ ∈
� ∪A  A  

�!�� ��, >!* /
����� ��7 �� F�!
  A �
)# �B9:   

  { } *

1

n nn
n

A A
∈

≥

∀ ⊂ ⇒ ∈
� ∩A  A  

���!%:  

�#��� ���� "��   A�#���� 0�<�* ��  X"�# �
)#  X 3��
 

 ��G����
�L� O��?�� ��:  
1. ≠ ∅A   

2.  { } *

1

n nn
n

A A
∈

≥

∀ ⊂ ⇒ ∈
� ∪A  A 

3.   cA A∀ ∈ ⇒ ∈A A 

  

 �)"�63.2  

1. ( )XP "�# �
)# X. 

2. � ��* �X = � 4{ }, , 2 ,2 1= ∅ +� � �A "�# �
)# 

�. 

3. ��
� ( ),X τ �, �
����$� �0�19 τ �
)# 	����� "�# ��
� 

"�# X . 
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4. { }, , 2 ,2 1= ∅ +� � �A  "�# �
)# ��
��. 

  

 ���16.2  

 ����G�(9 �
��? �
T  �#���� 0�<�* �� X �
)# �(�!# ���� 4

�
�%�*   A "�# :���� G ) "#��  A �� ������ �
)���$ G ( <��!�

 2$ � �( ) σ G.  

 ��$D, >$)
 �
1��� @�7 ��$D, �, ������4.2 .   

4.1.2 ��)������ 7������  

 $���!3.2  

��
� ( ),X τ�
�
��$ �
)# 3��! 4�
����$�� �0�19 4"�#  X �$�! 

 "�,τ2$ � � <��!�  (X)Bτ������ �
)���  �(��� �� τ  0�<�� X  

�������� . �
)��� @�7 ���!# 3��!�
�
��$�� ��#������$.  

  

 ���17.2  

 �
)��� �,( )B Xτ �� ������ �
)��� �� +$�!� F 0�<�* �(9 X 

���%���.  

���"2�:  

2$ <��!�*  F�� ������ �
)��� "�,   F �, τ ∗⊂F)  ��� ��

���!# τ���!�� ������ 	7   F (  �B9 >!��( )B Xτ
∗⊂F . ���

                                                 
4
1956- �$%��1871�! E"�D! ر: ب�ر�/  )  Borel Emil Félix Edward Justin ( 2��5" !E<Qم Cا�

���Aت ����ل ه�م2). 1901(م��1 ��Fم/ ��ب$T ) 1897(ا�K$�س، وا%3 ر2KD ج�ردان "5��2 @$�س ا�Aأ B� :
!�U��4�Uب أ�EW2 وا�$K$KWاد ا�CAX2، ��ل درا>2 ا�CKA ات�$Y4�  .��ل ا��4اب3 ب
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( )B Xτ⊂F  )���!# ��  F  �� ���!�� ������ 	7τ ( >!��

( )B Xτ
∗ ⊂F .  

  

 ��+������Gδδδδ � Fσσσσ  

 ��
�X0�19 � 
����$��� 0<� �# ���! 4E �� X C�! �� >!, Gδ 

 ��� ��,
1

n
n

E V
∞

=

=∩ �� nV�� ������ 0�<�* X .�# ���!�  EC�! �� >!*  

Fσ ��� ��, 
1

n
n

E F
∞

=

=∪ �� nF �� ���%� 0�<�* X.  

 3#�! �� ��#������ �,Gδ�  Fσ�
�
��$ ��#���� .  

 ��
�E C�! �� Gδ �* 	<���
 ��7
1

n
n

E V
∞

=

=∩  ��7�$ 	<���
 @���

1

c c
n

n

E V
∞

=

=∪�G9 >!��  cE  C�!�� ��Fσ  

 C�!�� �� �#���� ������Fσ C�!�� �� �#���� 37 Gδ.  

  

�)"�6 4.2  

�$��!� �
��
�#-� �
����$����$ ��<�  

•  0�<�* ��� C�!�� �� �������� Gδ. 

• 0�<�* �� � C�!�� �� ���%��� Fσ.  

• ] [,a b C�!�� �� Fσ ��] [
1

1 1
, ,

n

a b a b
n n

∞

=

 = + −  
∪.  

• [ [,a b C�!�� �� Fσ �� [ [ ] [ { }, ,a b a b a= ∪. 

• [ [,a b C�!�� �� Gδ �� �1
* [ [
1

1
, ,

n

a b a b
n

∞

=

 = −  
∩.  
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• [ ],a bC�!�� ��   Gδ  ��[ ]
1

1 1
, ,

n

a b a b
n n

∞

=

 = − +  
∩.  

• �C�!�� ��  Fσ��  { }
q

q
∈

 
= 

 �

� ∪.  

  

5.1.2 ���!��� ������  

 $���!4.2  

 ����{ }nA 0�<�* �� �
�<�� �
����� X4 �
������� @�7 �
� ! 3��! 

0�<��� ����, nA ;��!�:  

  1lim ,n n n n
n

A A A A A∞ += ↑ = ⊂∪  

•  �!�� ��,{ }nB 0�<�* �� ��.�!�� �
����� X4 @�7 �
� ! 3��! 

0�<��� ����� �
������� nB;��!� :  

  1lim ,n n n n
n

B B B B B∞ += ↓ = ⊂∩  

 ��#���� �
����� �# ���!� !,�
�<�� �* ��.�!�� �!�� ��, �$
�� .  

  

$���! 5.2  

�(9 �� �$
�� �(9 3��!  MMMM 0�<�* �� X� 4 �� ��
� ! "�# ��)

�$
���� � ��
�����. :* �
����� �� ��* �� { }nA�� �7���!# �$
��   MMMM�B9 :  

  lim nA A∞ = ∈M  

���1 8.2  

�$
�� �(9 �
)# ��.  
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���"2�  

• ���� { }
0n n

A
≥

�� �
�<�� �
�����  �
)# A  ��,n
n

A ∈∪ A  

• ���� { }
0n n

A
≥

 �� ��.�!�� �
����� �
)# A ��,n
n

A ∈∩ A   

  

���1 9.2  

�$
�� �(9 �$
�� ��(�� ����� ��.  

���"2�  

 ����F��(��� �� �#���  �1! �$
���� 
∈

= ∩
B F

M B . �,M9  �(

��* �� >!� �$
��{ }n n
A �
�<�� �
����� )��.�!��( �� M ���� { }n n

A 

 �
�<�� �
�����)��.�!�� ( ��B ��� �� � ∈B F ���� 4B9  �(

 ��, �$
��n n
n n

A A
 
 
 
∩ ∪ "�, 3��!
 B �� ��* �� ∈B F . �* :*

n n
n n

A A
 
 
 
∩ ∪ "�, 3��!
 M.  

  

���!%  

 �(9 �� ��* �� >!* ��$���� �
1��� �� F�!
Z ��  ��#������

�� �
(<���X �
�%�* �$
�� �(9 ���� 4M"�# :����  Z "#�� 3���� 

�� �(���$ �� ������ �$
��Z.  
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���1 10.2  

 ��
�A��$�  "�# X 4���%� ��� ��,) ������( ��
� !�� "�, �$�! 

 �
�<����)"!��$�!�� ��,  { }n n
A �� �
�<�� �
����� A �B9 

lim n
n

A ∈A (�
)# >!B9.  

���"2�  

 �* ��$A�* �� ��G��� 3��
9 ��$� :  

  { }n nn
n

A A∀ ⊂ ⇒ ∈∪A A  

����  

  { }n n
A ⊂A  

 �1!  

  
1

n

n k
k

B A
=

= ∈∪ A  

  �,  { }n n
B �� �
�<�� �
����� A  �B9 >!��lim n

n
B ∈A :* 

n
n

A ∈∪ A.  
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6.1.2	
��   ���ر�� ��ل ا����ر وا�

  

1.  ����X �$��! 4�
 �!� �
T �#���� 

�(���.{ },A X cardA= ⊂ < +∞A �� ��G� A 37 �7 4���� 

 P�$� 

 

2.  ����X� �#���� A :* � !� 0<� A X⊂ . �$��� �
#

 2$ ������{ }A�
)��� 	D  2$ ������ { }A. 

 

3.  W�. �� ��(�� �7 >�!� �$� �� ���!# ��# �* �$D*2  

 

4.  ��
�( ),X τ � E��!� �
����$� 0�19K 0�<�* �#���� X 

�������� . 2$ �
)!( )K XB �� ������ �
)��� "�,K 2$� 

( )XτB �
�
��$�� �
)��� "�,) �� ������τ.( 

 

i.  �* �
$( ) ( )K X Xτ⊂B B 

ii.  �(��� �* �$D*  :

{ }, ( ),KA X A k X k K= ⊂ ∩ ∈ ∀ ∈A B 

 0�<�* �� "�# :����X ��)�� ���%��� 

�
)#"�# X. 
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5.  �������$ ��<� �
�
���� ���#�� �#���� �� �
����$

 �9��G���)�
��
�#-�. ($ ���!  �� [���� �� �G� �7 

� �
T� ������ �-���� ���# ������"�D� "!D� �����. 

�$��!� ��#������ �
�L: 

 �-��� �� �#�����.   

 �-��� �� �#������������� .  

 �-��� �� �#����� ��)�� �� ] [, ,α α∋ −∞�  

 �-��� �� �#����� ��)�� �� ] [, ,α α∋ +∞�  

 �-��� �� �#������
���! �
9�� ��� .  

 0�<�* �#������������� .  

 �
��$ �
)# ���� ��#����� @�7 �� �#��� �� �* �$D*

"�#�.  
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3 ������� ��������  

1.3 ��� ��� ��� 7��8��7��9��:!�   

 ����X� 'X� �
�
��? �
T �
�
�
� �
�#����   

  : 'f X X→  

 ����� ��
$��'F 0�<�* �� �(9 'X :* ' ( ')X⊂F P.  

�1!  

  
{ }
{ }

1 1

1

( ') ( ); ( '), ' '

( '), ' '

f A X A f A A

f A A

− −

−

= ∈ = ∈

= ∈

F F

F

P

  

   

 ���11.3  

 ����'A "�# �
)# 'X . ���� �(�!#1( ')f − A "�# �
)# 

X 2� �
����� ����� �
)# "#�� 'A +9� f 2$ � � �
)! 
1( ')f −=A A.  

���",�:  

 ����'A "�# �
)# 'X� : 'f X X→�!
�� ���
 �(�!# ��
$�� :  

1. 1( ')f − ≠ ∅A:���� � !�  "�#∅ ��� ��  1( )f − ∅ = ∅. 

2.  ����1( ')A f −∈ A 	<���
 ��7   

  
1' '; ( ')A A f A−∃ ∈ =A  

 >!��   
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  ( )1 ( ') 1 '

'

A f A A
X X Xf

− −= =� � �  

 ��'

' '
A

X ∈A� 	<���
 ��7  �*
1( ')A

X f −∈ A�. 

3.  ����{ } 1( ')n n
A f −⊂ A �7 1( ')n

n

A f −∈∪ AP  

 �!
��  
1 ' 1 '

, ( ') , '; ( )n n n nn A f n A A f A− −∀ ∈ ⇒∀ ∃ ∈ =A A  

 >!��  

  
1 ' 1 '( ) ( )n n n

n n n

A f A f A− −= = ∈∪ ∪ ∪ A  

� �
'

1

'
n

n
i

A
=

∈∪ A ��� �� 'A "�# �
)# 'X. 

  

 ��"�1.3  

 ��
�'B X⊂�   

  
: 'i B X

b b

→

→  

3!�!���� �
�$���.  

 ����'A "�# �
)#'X �, ��$���� �
1��� ;�� 41( ')i− A �
)# 

 "�#B. �
�!� 1( ')i− A.  

  { }1 1( ') ( '), ' 'i i A A− −= ∈A A  

  



������� 	
����� ������ ����                            ��������� ��
���                   ���� �����    

 41 

  

{ }
{ }

1( ') , ( ) '

, '

'

i A b B i b A

b B b A

B A

− = ∈ ∈

= ∈ ∈

= ∩

  

 >!��  

  { }1( ') ', ' 'i B A A− = ∈∩A A  

 "#��1( ')i− A �
)��� �D* �
)�$ 'A 0<��� "�# B.  

  

2.3 ��� ��� 7��8�� (�; ���% 7
����� 7������ ����!��  

���%&� 1.3  

 ��
�  

  : 'f X X→  

 � ��
$��'F 0�<�* �� �(9 'X . �!�� ��,'A "�# �
)��� 37 

'X �� ������ 'F �B9 1( ')f − A "�# �
)��� 37 X �� ������ 
1( ')f − F :* 4  

  ( ) ( )1 1

'( ') ( ')X Xf fσ σ− −=F F  

) <����( )Yσ C "�# �
)��� "�, �
)
 Y 2$ ������ C(  

"2����  

 �!
��' ( ')X⊂F P� : 'f X X→�   

  '' ( ')Xσ⊂F F  

)' ( ')Xσ F : "�# �
)���'X �� ������ 'F(  

 >!��  

  ( )1 1

'( ') ( ')Xf f σ− −⊂F F  
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 �* ��$� ( )1

'( ')Xf σ− F "�# �
)# X �B9   

  ( ) ( )1 1

'( ') ( ')X Xf fσ σ− −⊂F F  

�* �� ��G��� 3�$:  

  ( ) ( )1 1

'( ') ( ')X Xf fσ σ− −⊂F F  

>!* ��$D, :*:  

  ( )( )1 1

'' ( '), ( ') 'X XA f A fσ σ− −∀ ∈ ∈F F  

�$��! R�� ��* ��  

 ( ){ }1 1

'' ( '); ( ') ( ')X XA f A fσ σ− −= ∈ ∈Y F F  

�* �
$!�:  

  ' ( ')Xσ=Y F  

1. Y "�# �
)# 'XP  

• ≠ ∅Y �� ∅ ∈Y  

 ��
�'A ∈Y ��,   

  ( )1 1

'' ( ') ( ') ( ')X XA f A fσ σ− −∈ ∧ ∈F F  

��,   

  ( )1' ( ') 1

' '( ') ( ')
A f A

X X X X fσ σ
− −∈ ∧ ∈� �F F  

 >!��  

  ( )' 1 ' 1

' ' '( ') ( ')A A
X X Xf fσ − −∈ ∧ ∈F F� �  

 

 �* 	<���
 ��7�  
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'

'

A
X ∈� Y  

•  ��
�{ }'n n
A ⊂Y �7 'n

n

A ⊂∪ YP 

 ���{ }'n n
A ⊂Y�
�L� ����?�� �� ���
  :  

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1

1 1

1 1

, ' , ' ( ') ' ( ')

' ( ') ' ( ')

' ( ') ' ( ')

'

n n n

n n
n n

n n
n n

n
n

n A n A f A f

A f A f

A f A f

A

σ σ

σ σ

σ σ

− −

− −

− −

∀ ∈ ⇒∀ ∈ ∧ ∈

⇒ ∈ ∧ ∈

 
⇒ ∈ ∧ ∈ 

 

⇒ ∈

∪ ∪

∪ ∪

∪

Y F F

F F

F F

Y

  

 ��� ��$D, 	�
 ��7Y "�# �
)# X.  

2.  �,' ⊂F Y:  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1 1

1 1

' ' ' ' ' '

' ' ' '

'

X

F F f F f

F f F f

F

σ

σ σ

− −

− −

∈ ⇒ ∈ ∧ ∈

⇒ ∈ ∧ ∈

⇒ ∈

F F F

F F

Y

  

3.  �,Y "�# �
)# 'X "�# :���� 'F ��, ( )' 'Xσ ⊂F Y 

 �* ��$�( )' 'Xσ⊂Y F 0�)!, �� Y �B9 ( )'= 'XσY F. 

  

$���! 1.3  

 �
(�!D �� ���
. �0�19 3��!( ),X A �#���� �� �!��� X ��� 

 �
)#A 0�<�* �� �!��� X . ���!# 3��!A ���
��� ��#������$ 

��
��� ��$���� �*.  
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$���! 2.3  

•  ��
�( ),X A� ( )', 'X A � �
��
. �
(�19 : 'f X X→ 

 �# ���! 4��
$��f ��� ��, ��
. +
$�� >!*   

  
( )
( )

1

1

'

' , ' '

f

f A A

−

−

⊂

⇔ ∈ ∀ ∈

A A

A A
  

•  �!�� ��,E �� ���
. �#���� ( ),X A �$�� �# ���! 4

: 'f E X→ "�# ��
. >!* E��� ��,:  

  ( )1 'f E− ⊂∩A A  

 6
�( ) ( ){ }1 1' ' , ' 'f E f A E A− −= ∈∩ ∩A A . 2$ �
)!  

  ( ) ( )( ), , ', 'X XM A A  

 �� ���
��� ���
$���� �#���� "�, ( ),X A "�, ( )', 'X A. 

  

��"� 2.3  

 �$��!'X X= = � �
�
��$�� �
)���$ ��<� ( )τ �B4  6
�τ 37 

�
��
�#-� �
����$���� "�# � 4 �f χ= � 2� <
���� ������ �:  

  ( )
1

0

x
x

x
χ

∈
= 

∉
�

�

�
  

 �,χ� �� �� ��
. �$��  ��*( )A τ∈ �B�!
�� :  
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  ( )
1

0 1

0 1

1 0

1 0C

A A

A A
A

A A

A A

χ
−

∈ ∧ ∈
 ∅ ∉ ∧ ∉

= 
∈ ∧ ∉

 ∉ ∧ ∈

�

�

�

�

  

 �,( )τ∈� �B �� { }
q

q
∈

=
�

� ∪����%�� ���# ����� :* .  

 �* ��$( )τ∅ ∈ �B � ( )τ∈� �B� ( )τ∈� �B� ( )C
τ∈� �B 

�B9:  

  ( ) ( ) ( )1,A Aτ τχ −∀ ∈ ∈�� �B B  

 �* 	<���
 ��7�χ���
. +
$�� .  

  

���1 2.3  

��
. +
$�� �
��
. �
�
$�� ;
���.  

���";  

 ��
�f � g�$ �
�
$�� 
6:  

  
( ) ( )( )
( ) ( )( )

, , ,

, , ,

f X Y

g Y Z

∈

∈

M A B

M B G
  

  

  
f gX Y Z→ →  

 �,g f��� ��
. :  
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 1g f f g f g f
− − − − − −= = ⊂ ⊂� �G G G B A

  

��� �� F��! �
?�� 0����-� 6
�f ��� �� �?L�� ��
. g��
. .  

  

���1 3.3) ��
��� �
�$���� ��
��(  

� ��
( ),X A � ( )', 'X A ��
�� �
��
. �
(�19 ' '⊂G A 

 2� ����� �0<�'A�
$ N9����� A�
 �(�!# :  

1. ( ) ( )( ), , ', 'f X X∈M A A 

2. ( )1 'f − ⊂G A 

���"2�  

( )2 1⇐  

 ��
�' 'C ∈G ��, ' 'C ∈A >!�� ( )1 'f C− ∈A �* :* 

( )1 'f − ⊂G A  

  

( )1 2⇐  

 �!
��( )1 'f − ⊂G A � A "�# �
)# X ��, 

( )( )1 'X fσ − ⊂G A ����    

 ( )( ) ( )( ) ( )1 1 1

'' ' 'X Xf f fσ σ− − −= =G G A  

 >!��  

  ( )1 'f − ⊂A A  



������� 	
����� ������ ����                            ��������� ��
���                   ���� �����    

 47 

�* :*:   

  ( ) ( )( ), , ', 'f X X∈M A A  

3.3 ����!�0�� ����)� ��)�����  

 ��
�X � 'X(�19  �
��$� �� 
��
)�$ ��7��<! �

����$�� �


( )XτB � ( )' 'XτB 6
� 43������ "�# τ "�# �
����$�� X� 'τ 

 "�# �
����$��'X.  

  

���1 4.3  

 ����� +
$�� ��f �� X ��! 'X �� ��
. +
$�� 

( )( ),X XτB ��! ( )( )'', 'X XτB.  

���"0�  

 +
$���� �* ��$: 'f X X→ �B9 �����   

  ( )1 'f τ τ− ⊂  

) �� ��7:( )1' ', 'u f uτ τ−∀ ∈ ∈ ( >!��  

  ( ) ( )1 'f Xττ− ⊂B  

 "�# ���! ��
��� �
�$���� ��
�� ;���f �� ��
. 

( )( ),X XτB ��! ( )( )'', 'X XτB.  

4.3 )+ ������� ���)����������� #���!�� (  

 ��
�( ),X A � ( )( ), τ� �B �* 6
� �
��
. �
(�19 ( )τ �B 37 

 "�# �
�
��$�� �
)����.  
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 2$ �
)!( ),X°L A "�, ( ) ( )( )( ), , ,X τ� �M A B.  

��! �� ��!# �� 3( ),X°L A��
��� �$����$ .  

 "�# �
�
��$�� �
)��� "�, �
)! 3�
 �� �� 39 �=�E�( )n� � 

2$( ) ( )n� �B B.  

���1 5.3  

 ��
� �$����F3�G
 ��� /����� :  

  
( ) ( )( )

( )

2 2

1 2

: , ,

( ), ( )

F X

x f x f x

→ � �

�

A B
  

 ���
F �� ���
. ( ),X A ��! ( )( )2 2,� �B ��� ��, ��9� ��, 

1f � 2f �� �
��
. ( ),X A ��! ( )( ),� �B.  

1�����7�$ ���$ �$�� �
.  

  

���1 6.3  

1. ��
. �$�� ��
. �$��� ������� ��
���.  

2. ��
. �$�� �
��
. �
�$�� C����.  

3. ��
. �$�� �
��
. �
�$�� 0���.  

4. ��
. �$�� 	��!
 - ��
. �$�� ;����. 

���"0�  

1.  ��
�( ) ( )( ): , ,f X → � �A B �1!� ��
. �$��   
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u

x x

→� �

�  

��$ �* u��
. � 9 ����� )  :*( )( ) ( )( )( ), , ,u ∈ � � � �M B B( 

 �!
���  

  f u f= �  

��
. � 9 �
��
. �
�$�� ;
��� :*.  

2.  ��
�1f � 2f � �
��
. �
�$��   

( ) ( )( ) ( )( )
( )

2 2

1 2 1 2

, , ,

( ), ( ) ( ) ( )
F u

X

x f x f x f x f x

→ →

→ → +

� � � �A B B
  

 �* ��$u �* ��$� ��
. � 9 ����� F �� ��
. ( ),X A ��! 

( )( )2 2,� �B �B9   

  1 2f f u f+ = �  

��
..  

3.  ��$�#� �� +$���� ��7�$�� ��!  

( ) ( )( ) ( )( )
( )

2 2

1 2 1 2

, , ,

( ), ( ) ( ) ( )
F v

X

x f x f x f x f x

→ →

→ →

� � � �

i

A B B
  

 �v����� .  

4.  ��
�f 6
�$ �$�� , ( )x X f x O∀ ∈ ≠ �1!   
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  1

( )

g X

x
f x

→�

�  

��)�� "�# >�
��� ���
:  

  

*

1
( )

( )

f iX

x f x
f x

→ →� �

� �  

 6
�f �� ��
. ( ),X A ��! ( )( ),� �B �� 

, ( )x X f x O∀ ∈ ≠ ��, f �� ��
. ( ),X A ��! ( )( )* *,� �B� i 

 �� �����( )( )* *,� �B ��! ( )( ),� �B 	<���
 ��7� ��
. � 9 

 "�# ������g i f= ���
. .  

  

5.3  
'��()+,�(%
,� 
'��� ����1 #���! ����!!��   

 

�%&��� 2.3  

 ��
�f� g �(�!# �
��
. �
�$�� ( )sup ,f g � ( )inf ,f g �
�$�� 

�
��
..  

  

��:�!  

 �#����� �,] ]{ }, ,α α−∞ ∈� ���� R���� �
�
��$�� �
)��� ���� 

 2� �$�!��$[ [{ }, ,α α+ ∞ ∈�  

 "�, ���! �(����� @�7 ��$DS����!��5 )�(�)��� � ��$��� ���(  
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�%&����� ���"; 2.3  

 �$��!  

  ( ) ( )( ), : , ,f g X → � �A B  

 �1!( )sup ,h f g= �#����� �* ��$ 4] ]{ }, ,α α−∞ ∈� �
)��� ���� 

 �* ��$D, 3��
9 �
�
��$��:  

  ] ]( )1, ,hα α−∀ ∈ −∞ ∈� A  

 ���
 "��h���
. .   

] ]( ) ( ){ }
( ){ }

( ){ } ( ){ }
] ]( ) ] ]( )

1

1 1

, ,

, sup ,

, ,

, ,

h x X h x

x X f g

x X f x x X g x

f g

α α

α

α α

α α

−

− −

∈ ∈

−∞ = ∈ ≤

= ∈ ≤

= ∈ ≤ ∈ ≤

= −∞ −∞

∩

∩
	

�

� 	

�

�

A A

  

 >!��h��
. . 

  

 ���17.3  

 ����{ }n n
f �� �7���!# �
����� 

( ) ( )( )( ), , ,X � �M A B ���$���� �(�!#sup n
n

fϕ = � 

inf n
n

fψ = "�, ��
��!
 ( ) ( )( )( ), , ,X � �M A B.  

���"2�  

��7�$��� "�# ����! �
1��� @�7 � [ ]{ }, ,α α−∞ ∈� �* 

[ ]{ }, ,α α+∞ ∈� 2� ���� �#��� ( )�B.  
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 �!
��  

  

[ ]( ) { }

( ){ }
{ }

[ ]( )1

1 , , ( )

, sup ( )

, ( )

,

n
n

n
n

n
n

x X x

x X f x

x X f x

f

ϕ α ϕ α

α

α
−

−

∈

−∞ = ∈ ≤

= ∈

= ∈ ≤

= −∞ ∈
	

�

�

∩

∩
A

A

  

 �#����� ������� �!��* ��,[ ]{ }, ,α α+∞ ∈� �!
�� ���
9   

  

[ ]( )

[ ]

[ ]( )
0 0

1

1

0

1

, ( ) sup ( )

, ( ) , ( , )

,

n

n
n

n O

n
n

x x f x

n f x n x f

x f

ϕ α ϕ α α

α α

α

−

−

−

∈ +∞ ⇔ ≥ ⇔ ≥

⇔ ∃ ≥ ⇔ ∃ ∈ +∞

⇔ ∈ +∞∪

  

 ��*  

  [ ]( ) [ ]( )1 1, ,n
n

fϕ α α− −+∞ = +∞∪  

 ���� F���! ������ ��
���� ��!$ψ.  

  

��<0  

 ����{ }n n
f �� �
����� ( ) ( )( )( ), , ,X � �M A B �(�!#   

  ( ) ( )( )( )limsup , , ,n
n

f X
→+∞

∈ � �M A B  

�  

  ( ) ( )( )( )liminf , , ,n
n

f X
→+∞

∈ � �M A B  
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 ���"2�  

 �!
��  

  ( )
1

liminf sup infn k
n k nn

f f
→+∞ ≥≥

=  

�1!  

  infn k
k n

h f
≥

=  

 �� ��* �� +$� �� ;��n4 nh��
. +
$�� . �!
�� A$�
 ��*

{ }nh �B9 >!�� ���
. ���
$�� �
�����sup n
n

h��
. .  

  

 ���!%  

 ����{ }n n
f �� �
����� ( ) ( )( )( ), , ,X � �M A B ��! �$������ 

 �$��f �(�!# ( ) ( )( )( ), , ,f X∈ � �M A B.  

 ���"2�  

 �
������� ;���� ���� 39 >!� ��$���� ��<E�� �� �)�$� 3�G
{ }n n
f ��! 

 �$����f�* 	<���
 >!B9 :   

  lim limn n
nn

f f f
→+∞→+∞

= =  

  ) ��ل ا�7<���ت ا�G1ZE وا��1$�2ا����� أ"5� (

6.3 :����� #��!�� $���!  

 �$�� �# ���!f �� ( ),X A ��! ( ),Y B�, �
�$ �$�� >!*  ���� �

 2� �(<��X �
 �!� { }
1

n

i i
A

=
 �
�
�� ���#*� ���
. �7���!# { }

1

n

i i
α

=
 6
�$

 �*  
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  ( )
1

( ) ,
i

n

i A
i

f x x x Xα χ
=

= ∈∑  

  

 ���18.3  

1.  �$�D +
$�� �� ��( ),X A ��! ( ),Y B��
. +
$�� . 

2.  ����A �#���� "�# �
)# X � A X⊂3�L� N9����� �!
�� 4: 

Aχ ]9��
 ��
. �$�� A∈A  

3.  �
�$ �$�� �� ��( ),X A 39 ( )( ),� �B��
. . 

 ���"2�  

  ��$DS 1� 2 4�
������ �=!*  ��* 3�� � �)�$� ��
�! � 9 .  

 ���19.3  

  ��
� ( ),X F � ���
. �0�19 A X⊂ �(��� �, 4

{ },A F A F= ∈∩F F "�# �
)# A ��� ��,� A ∈F �B9 

( )A A= ∩F FP.  

���"2�  

 ��$D� �*AF�
�L� ���)�� +��! �
)# :  

• AA ∈F �?G$ +��� ,F X X= ∈F "�# ���! 
A X A= ∩ 

•  ��� ��,AB ∈F �B9 ,B F A F= ∈∩ F �B9 >!�� 

X ,B F F
A XA= ∈∩ F� � � ��, B

A A∈F� 
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•  ����( )
1n An

B
≥

⊂F ��, 1, , ,n n nn F B F A∀ ≥ ∃ ∈ = ∩F 

 �B9 >!��( )
1 1 1

n n n
n n n

B F A F A
≥ ≥ ≥

 
= =  

 
∩ ∩∪ ∪ ∪ �* ��$� 

1

n
n

F
≥

 
∈ 

 
∪ F �B9 

1

n A
n

B
≥

∈∪ F . ��,AF "�# �
)#A. 

 ��� ��, �
?�� 39A ∈F �B9 ( ),AB B F A∀ ∈ = ∈∩F F  ��

F A A⊂∩ >!�� ( )B A∈ ∩FP:* ( )A A= ∩F FP.  

G�!�3����� 0����S� �� ��:  

 ��
�( )B A∈ ∩FP ��, ( )B A B⊂ ∧ ∈F �B9 >!�� 

( )B B A B= ∧ ∈∩ F  :*( )AB ∈F ▪  

  

 ���110.3  

 ��
�( ),X A
. �0�19  � ���fE���� �
�
�� ��$�� )  :*

:f X →�( "�# �9��� X �
����� �(�!# ���� 4{ }n n
f �
�
���� �$����� �� 

 "�# �9�����X3�L� ��)��$ :  

  
,,

1

( ) ( )
n

n i

k

n n i E
i

f x C xχ
=

=∑  

 ��,n iC ∈�� ,n iE �� 0�<�*X �* 6
�$ 4"!D� "!D� ������� �
T   

  , lim ( ) ( )n
x

x X f x f x
→+∞

∀ ∈ =  

��� ��, >!* 	D:  

1. f ���
. �B9 �$����� { }n n
f R��� ���
. )��
�$ :*( 

2. f �$��� �B9 �
������� { }n n
f �!
��� �
�<��   
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  0 ( ) ( ), , 1,2,3,....nf x f x x X n≤ ≤ ∀ ∈ =  

3. f ����� ) :*, ( )M O f x M x X∃ > ≤ ∀ ∈ (�
������� �B9{ }n n
f 

 ��! 	�=�!�$ ;�����f. 

���"2�  

 �* -�* Q��!�f:* ;���  ::f X +→�  

 ��* ��n�!
�� �$D� :  

  [ [
2

1

1
0, ,

2 2

nn

n n
k

k k
n

•

=

− =   
∪  

 �* ��$( )f x +∈� �B9   

[ [ [ ] [ ]
2

1

1
( ) 0, , , ,

2 2

nn

n n
k

k k
f x n n n

•

=

− ∈ +∞ = +∞  
∪ ∪∪  

 

 �L� �1!  

{ }

1 1
, , ( ) , 1,2,... 2

2 2 2( )

, , ( )

n

n n n

n

k k k
x x X f x k n

f x

n x x X f x n

 − − ∈ ∈ ≤ < = 
=  
 ∈ ∈ ≥

  

  �* A1���� ��0 ( ) ( )nf x f x≤ ≤ �$��� ���
 �!!, 	D nf ��!�� "�# 

3�����:  

  
,

2
1

2
1

( ) ( ) ( )

n

n k n

n
k

n A An
k

f x x n xχ χ−

=

= +∑  

 ��  

 { }, ( )nA x X f x n= ∈ ≥ 

�  
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 ,

1
, ( )

2 2
n k n n

k k
A x X f x

− = ∈ ≤ < 
 

 

 �G$ ��G�! �* ���
{ }nf ��* �� �!7�$��� ���) +��� f ;��� 

��
.�.  

 ��� ��*f;��! �
�
� ��), �� :  

  f f f+ −= −  

6
�    

  ( )max ,0f f+ =  

 �    

 ( )min ,0f f− = − 

 ��* ��f + �
����� ���� { }n n
g 6
�$ 

,,

1

n

n i

l

n n i E
i

g α χ
=

=∑  

 ��* ��f + �
����� ���� { }n n
h 6
�$ 

,

'

, '

1

n

n i

l

n n i E
i

h β χ
=

=∑  

 �1!  

 n n nk g h= − 

 �
������� �,{ }n n
k;������ +��� .  
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7.3  ��' �����!������� ��������  
  

1(  ��
�( ),X A� ���
. 0�19 f�� ��
$�� X �
�
� �#���� ��! 

Y .  �#������ �* �
${ }1, ( )E Y f E−= ⊂ ∈J A �
)# 

 "�#Y. 

 

2(  ��
�( ),X A� ���
. 0�19 f �� ��
$�� X←� ��<� 

�
�
��$�� �
)���$. �$D* N9����
�L� �
�1���  : 

* ^   �#������{ }, ( )x X f x α∈ > ���
. α∀ ∈� 

; ^   �#������{ }, ( )x X f x α∈ ≥ ���
. α∀ ∈� 

� ^   �#������{ }, ( )x X f x α∈ < ���
. α∀ ∈� 

6 ^   �#������{ }, ( )x X f x α∈ ≤�
.  ��α∀ ∈� 

  

3(  ��
�( ),X A� ���
. 0�19 f �� ��
$�� X←�  ��<
� 

�
����� �
����$���� "�, �$�!��$ �
�
��$ �
)�$ . W��, ����� ��,

�
�1����
����� �  �* �$DG9 +$���f��
.  

4(  �* �
��$�� 39 �$D* �$�D +
$�� �� ��( ),X A ��! ( ),Y B 

��
. +
$��. ��$�#�$ 	D A �#���� "�# �
)# X � A X⊂ 4

 �
$3�L� N9�����: 

Aχ ]9��
 ��
. �$�� A∈A  
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