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 الفصل الأول

د )  (.F. E. Mأسلوب العنصر المحدَّ

(Finite Element Method) 

 (Introductionمقدمة:      ) 1.1

د   هو الأسلوب المباشر لحساب التفاوتات للوصول إلي الحل أسلوب العنصر المحدَّ

 معقدة )الحلول التقريبية للمعادلات التفاضلية العادية والجزئية(.التقريبي للمسائل المتصلة ال

( بدرجة حريتها اللانهائية إلي continuumمساااااااائل المتصااااااالة المعقدة )وهذا يتم بتحويل ال

 المسائل بديلة لها درجة حرية محددة خواصها قريبة من النموذج الأصلي.

كل الهندسي المعقد التي لا يستخدم أسلوب العنصر المحدد لحل المسائل ذات الش 

التحليلية القياسااية. ول ن دندما يكون الشااكل الهندسااي المراد حساااب يمكن حلها بالأساااليب 

دة  التقاوتات فيه معقداً فإنَّ المهمة تصاابأ أ  ر تعقيداً وصااعوبة. في ةريقة العناصاار المحدَّ

ذه الةريقة دليه يمكن تفادي هذه المصاااااااادب بتخيل أنَّ الجسااااااام المصااااااامت المراد إجرا  ه

دة لتسهيل حله.  يمكن تقسيمه إلي ددد من التقسيمات المحدَّ

د: 1.2  الفكرة الأساسية لأسلوب العنصر المحدَّ

أفترض أنَّه يُراد إيجاد توزيع درجة الحرارة للحالة المستقرة في لوحة. الفكرة الأساسية  

 (.elements( ودناصر )nodesللوحة إلي دقد )هي تقسيم الشكل الهندسي 
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د  من بعد يتم إفتراض أنَّ مجال درجة الحرارة يتفاوت بصيغة بسيةة خلال أي دنصر محدَّ

د الحدود ال نائي لاسااااااات مال مجال ال تغير(. م)دادة يتم اساااااااتخدام التفاوت الخةي  أو متعددو

 يقود 

 إجرا  التقسيم هذا لنظام معادلات جبرية خةية يمكن حلها بسهولة دلى حاسوب رقمي.

 (Review of Matrix Algebraفحص جبر المصفوفات:  ) 1.3

 من الأدداد, حيث: n  ×mيتم تعريف المصفوفة كصفوف وأدمدة 

 m .ددد الصفوف = 

 n .ددد الأدمدة = 

 , حيث:ijAيُرمز لعنصر من المصفوفة كاا 

 i  .صف = 

 j  .دمود = 

ijA   هو العنصر أو العدد الذي يحتل الصفi  والعمودj. 


















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





21

22221
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 m = 1. إذا كان m = n ( إذا كان Square Matrixتُسمي المصفوفة مصفوفة مربعة )

ذا كانت  تُساامي المصاافوفة مصاافوفة دمود أو n = 1 تُساامي المصاافوفة مصاافوفة صااف, وا 

 .متجه

 (Notationترميز:        )
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A.)مصفوفة )حروف كبيرة : 

a .)متجه )حروف صغيرة : 

C تحته خط(.: قياسي )ليس 

 ( Multiplication of a scalarالضرب بواسطة مقدار قياسي: )

ACإذا كان   بالتالي ,ijij AC . 

 (Transpose of a matrixتحوير المصفوفة: )

 يتم الحصول دلى تحوير المصفوفة بتبادل الصفوف والأدمدة.

 مثال: 

32

213

012











A 
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
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
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






TA 

Tإذا كان 
AA  بالتالي فإن ,A ( يقال دنها مصاااااااااااااافوفة متما لةsymmetric.)  فقط

 ت ون المصفوفات المربعة متما لة.

 (matrix additionجمع المصفوفات: )

BACإذا كان   بالتالي فإن ,ij+ B ij= A ijC. 

جميعها  .i.eجميعها بنفس الرتبة  C,A,Bلمصاافوفة داليه دندما يكون يتم تعريف جمع ا

 لها نفس ددد الصفوف والأدمدة.
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 (vector scalar productحاصل ضرب المتجه القياسي:      )

 αقياسياً مقداراً  يكون  a ,bحاصل ضرب متجهين 


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
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 ثال:م
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 (matrix multiplicationضرب المصفوفة:  )

اجعل 
nq

B

qm

A

nm

C








 

بالتالي, 



q

k

kjikij BAC
1

 

مساوٍ لعدد الصفوف  A في يتم تعريف حاصل ضرب المصفوفة دندما يكون ددد الأدمدة

 .Bفي 

 مثال:
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 .i.eدموماً, يكون ضرب المصفوفة غير قابل للتبديل 

BAAB  

  : أ أنَّ  .)TA TB=  T)AB وضدو

 (unit or identity matrixمصفوفة الوحدة:     )

 يتم تعريفها كاااااااااااا Iالوحدة  لمصفوفة ijδالمكونات 









jiif

jiif
ij

1

0
 

ijδ ( تُسمي بدلتا كرونيكرkronecker delta.) 



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








100

010

001
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AAIIA  

دة المصفوفة:  )  (determinant of a matrixمحد ِّ

دة مصفوفة   مصفوفة مربعة(. A ون )يجب أن ت  det(Aكاا ) Aيتم ترميز محدَّ

  



n

j

ijijCAA
1

det 

 .ijA( لااااا cofactor) هو العامل المرافق ijCحيث 

 (Inverse of a matrixمعكوس المصفوفة:   )

ينتج   A-1ومعكوسااها  Aيتم تعريف معكوس مصاافوفة بحيث أنَّ حاصاال ضاارب مصاافوفة 

 مصفوفة وحدة.

A 1-A= I =  1-A A 
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فقط يكون هنالك معكوساااً للمصاافوفة المربعة. معكوسااة المصاافوفات الصااغيرة )كم ال حتى 

 تحديده بالصيغة التالية, ( يمكن3×3رتبة 

 A

C
A

T

det

1


 

 .A لا هو تحوير مصفوفة العامل المرافق TCحيث 

 ( Linear Algebraic Equationالمعادلات الجبرية الخطية: )

هي نظم لمعادلات تظهر فيها القيم الغير معلومة خةياً ولا يكون هنالك دوامل تفاضااااااااااالية 

 أو ت املية.

 مثال:

223 321  xxx 
1242 321  xxx 

34 32  xx 

 المعادلات ال لاث داليه يمكن كتابتها كمصفوفة كالآتي:
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bxA  

 مثال:

bxAأوجد الحل للنظام  . 

 الحل:

 A-1أضرب مسبقاً باااا 

bAxAA
11 

 
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bAxI
1

 
bAx

1
 

 (Quadratic formsالصيغ التربيعية:          )

(, بالتالي فإنَّ المقدار Aمتجه )بنفس ددد الصفوف كاااااا  xمصفوفة مربعة و  Aإذا كانت 

 ,القياسي الناتج 

1111 






n

x

nn

A

n

xT

 

 ت ون: Aلمصفوفة يسمي بالصيغة التربيعية. يُقال أنَّ ا

دة ايجابياً إذا كانت  /1 0xقيم  ل ل α > 0محدَّ . 

دة ايجابياً إذا كانت  /2 0xل ل قيم  0شبه محدَّ . 

دة ايجاااابيااااً ) Aإذا كاااانااات  (, باااالتاااالي فاااإنَّ لهاااا معكوساااااااااااااااااً, وpositive definiteمحااادَّ

  0Adet  

 Differentiation and Integration ofتفااااضااااااااااال وت:ااااماال المصااااااااافوفااات: )

Matrices) 

هي مصااافوفة  A. ت امل المصااافوفة xهي دوال للمتغير  Aافترض أنَّ مكونات مصااافوفة 

دلى انفراد.  Aوالتي يتم الحصول دلى مكوناتها بت امل أي مكونة لاااااااا  Aبنفس الرتبة كاااااااا 

 الحصول والتي يتم Aهي مصفوفة بنفس الرتبة كاااااااااااااااااااااااا  A مشتقة المصفوفة فإنَّ  ,وبالم ل

 .Aأي مكونة لاا  بتفاضلدلى مكوناتها 

 مثال:
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
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

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3
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1
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1

1

3

1

1

1

1

3

1

1

2

1

1

1

1

1

1

1

1
1

1

xdxdxxdxx

dxxdxxdx

xdxdxxdx

dxA 

د:  1.4  خطوات أسلوب العنصر المحدَّ

(Procedure of Finite Element Method) 

 (Discretization. التقسيم:    )1

دة. هذه العناصاار قد ت ون ذات بعد واحد أو  يُقصااد به تقساايم نةاح الحل إلي دناصاار محدَّ

((. تُسااااامي النقاي التي تحد 1.1بعدين أو  لا ة ادتماداً دلى المساااااللة التي بليدينا )شاااااكل )

 الدراسة بعنصر ذو بعد واحد. (. سيتم التعامل في هذهnodesصر بالعقد )العن
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 (1.1شكل )

 (Element Equation. معادلة العنصر:      )2

يتم ت وين معادلات لافتراض شاااااااااااكل الحل ل ل دنصااااااااااار دلى حده. هذا ا جرا  يتم دلى 

 مرحلتين هما:

 اختيار دالة تقريبية لها معاملات مجهولة القيم. /1

 ل لعنصر واحد.تحديد قيم لهذه المعاملات  يجاد الح /2
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(. م لًا لعنصاااااااار ذو بعد polynomials( يتم اختيار دوال متعددة الحدود )1في المرحلة )

 واحد ت ون الدالة من الرتبة الأولي )معادلة خط مستقيم( أي أن:

      (1                               )  xaaxu 10  

هي المتغير  xعاااااملات مجهولااااة القيم, هي م 1aو 0aهي المتغير التااااابع,  u(x)حيااااث 

 ( لةرفي العنصر كالآتي:1(, ت تب المعادلة )1.2المستقل. با شارة للشكل )

    (2                              )








2102

1101

xaau

xaau  

حيث  11 xuu   , و 22 xuu . 

 كما يلي: 1aو 0a( لتحديد 2يمكن حل المعادلة )

     (3                                )



















12

12
1

12

1221
0

xx

uu
a

xx

xuxu
a

 

 (,1( في المعادلة )3بتعويض المعادلة )

    (4                                 )2211 uNuNu  

 أو في شكل مصفوفة,

      (5                              )  









2

1

21
u

u
NNu  

 هما:و ( sshape functionتسميان بدوال الشكل ) 2Nو 1Nحيث 

      (6                             )



















12

1
2

12

2
1

xx

xx
N

xx

xx
N
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 (1.2شكل )

 ,1x = x(, دندما 6من المعادلة )

= 1  1N 

= 0 2N 
 ,2x = xودندما 

= 0  1N 

= 1 2N 
 في صورة دالة متعدد الحدود, 2Nو 1Nأيضاً يمكن وضع 

      (7                                   )xbaN iii  

 تعتمدان دلى رتبة العنصر وشروةه الحدية. م لًا للعنصر الأول: ibو iaقيم 

                                       0, 12  xLx 

,1:1دندما  1
1

1  iab
L

 

,2:0دندما  2
1

2  iab
L

 

 1x – 2L = xهو ةول العنصر ويُعةي بالعلاقة:  Lحيث 

 (,7بالتعويض في المعادلة )
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       (8                                  )












L

x
N

L

x
N

2

1 1
 

 ibو ia( أدناه يبين قيم 1.1بهذه الةريقة يمكن إيجاد دالة الشاااااااكل لأي دنصااااااار. الجدول )

 ن متساوية الةول.للأربع دناصر الأولي دندما ت و 

 (1.1جدول رقم )

 1a 2a 1b 2b العنصر

1 1 0 -1/L 1/L 

2 2 1- -1/L 1/L 

3 3 2- -1/L 1/L 

4 4 3- -1/L 1/L 

 

 ال وابت هي: ( أدلاه أنَّ القيم العمومية لهذه1.1ول )يلاحظ من الجد

       (9                                     )




















L

L

b

b

na

na

1
2

1
1

2

1

1 

 هي رتبة العنصر. nحيث 

 (, 7( في المعادلة )9بتعويض المعادلة )

           (7                               )xbaN iii    

          (10                                  )
  








L
x

L
x

nN

nN

12

1 

 (,10بتفاضل المعادلة )



14 

 

         (11                  )                         












L

L

dx

dN
dx

dN

12
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صاااار الناتجة تت ون من مجمودة معادلات جبرية خةية يمكن وضااااعها دلى امعادلات العن

 هيئة معادلة مصفوفة كالآتي:

         (12                                           )    muk  

هي  [u](, و element stiffness matrixعنصااااااااااار )هي مصااااااااااافوفة كزازة ال [k]حيث 

هي مصااافوفة ال تلة للعنصااار  [m]مصااافوفة من دمود واحد بها ال ميات المراد تحديدها و 

(element mass matrix.وهي أيضاً من دمود واحد ) 

 (Assembly. التجميع:      )3

ويرادي فيه مبدأ هي دملية لربط معادلات العناصااااااار لتحديد السااااااالوك الموحد للنظام ككل, 

دنصار هي بداية دنصار جديد. تُعرف إحدا يات دقد كل دنصار الاساتمرار, أي أنَّ نهاية 

( و إحادا ياات دقاد النظاام Local co-ordinatesدلى حادة باا حادا ياات الموضااااااااااااااعياة )

( أدناه يوضأ هاتين 1.3( الشكل )Global co-ordinatesبال امل با حدا يات ال ونية )

 .التسميتين

 عد دملية التجميع يتم الحصول دلى معادلة المصفوفة ال ونية كما يلي:ب

          (13                            )[k] [u'] = [M] 

هي مصاااااااااااافوفة من دمود واحد بها ال ميات المراد  ['u]هي مصاااااااااااافوفة ال زازة,  [k]حيث 

 ن دمود واحد.هي مصفوفة ال تلة للنظام وهي أيضاً م [M]و  تحديدها للنظام كله
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 (, التسميتان الموضعية وال:ونية للعناصر1.3شكل )

 (Boundary Conditions. الشروط الحدودية:        )4

يجب تعديلها لتسااااااااااااااتودب الشااااااااااااااروي الحدودية لنةاح الحل. هذه ( 13قبل حل المعادلة )

خير. هذه ل قيم الحل في بداية العنصااااااار الأول ونهاية العنصااااااار الأم َّ الشاااااااروي الحدودية تُ 

 التعديلات تقود للمعادلة:

        (14                             )    Muk ' 

بعدة ةرح, منها تفكيك  ['u](  يجاد قيم المجاهيل في المصفوفة 14. يتم حل المعادلة )5

 ة دندما يكون دددقمعادلة المصاااااااااااااافوفة إلي معادلات تنية  م حلها. تسااااااااااااااتخدم هذه الةري

أن يكون ددد العناصاااار كبيراً, فلابد من (. أما في حالة م لاً  5العناصاااار بساااايةاً )أقل من 

استخدام الحاسوب في الحل. يستخدم الحاسوب  يجاد مقلوب مصفوفة ال زازة وضربه في 

:  معادلة ال تلة. أي أنَّ

        (15                             )     Mku
1

'


 
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 نبااذة عاان المااؤلاف:

 

أسااااامة محمد المرضااااي سااااليمان وُلودر بمدينة دةبرة بالسااااودان في 

م. حاااز دلى دبلوم هناادسااااااااااااااااة ميكااانيكيااة من كليااة 1966العااام 

ل أيضااااً 1990دةبرة في العام  –يكانيكية الهندسااااة الم م. تحصااااَّ

دلى درجااة البكااالوريوس في الهناادسااااااااااااااااة الميكااانيكيااة من جااامعااة 

م , كما 1998الخرةوم في العام  –السااااودان للعلوم والت نولوجيا 

حاز دلى درجة الماجساااااااااااتير في تخصااااااااااا  ميكانيكا المواد من 

دكتوراه من جامعة وادي النيل في العام م ودرجة ال2003دةبرة في العام  –جامعة وادي النيل 

لأ  ر من  م. قام بالتدريس في العديد من الجامعات داخل السااااااااااااااودان, با ضااااااااااااااافة لتلليفه2017

باللغة العربية ولعشااارة كتب باللغة ا نجليزية با ضاااافة لخمساااين ورقة دلمية منشاااورة  اً كتاب  لا ين

بحث تخرج ل ل من   لا مائةأ  ر من في دور نشااااااااااار ومجلات دالمية إلى جانب إشااااااااااارافه دلى 

ةلاب الماجساااتير, الدبلوم العالي, البكالوريوس, والدبلوم العام. يشاااغول الآن وظيفة أساااتاذ مساااادد 

جامعة وادي النيل. با ضاااافة لعمله كاساااتشااااري لبعض  -بقسااام الميكانيكا بكلية الهندساااة والتقنية 

جانب دمله كمدير فني لمجمودة ورش ال مالي الورش الهندسية بالمنةقة الصنادية دةبرة. هذا ب

يارات والخراةة العامة وكبس خراةيش  ية لخراةة أدمدة المرافق واسااااااااااااااةوانات الساااااااااااااا الهندساااااااااااااا

  الهيدروليك.

 


