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+𝑓 (𝑥)𝑥→−2:  الحل 
𝑙𝑖𝑚 = −𝑓 (𝑥)𝑥→2  و     ∞− 

𝑙𝑖𝑚 =  +∞ 

=  𝑓   0          لدٌنا   =  𝑓′   0   و   0 , 𝑜  0  لأن المماس فً النقطة  1  . هو المنصف الأول و مٌله ٌساوي الواحد   0

 .          من خلال الرسم نجد أن التابع متناظر بالنسبة لمبدأ الإحداثٌات  فالتابع فردي 

𝑦          معادلة المماس   = 𝑥     

 

 ′𝑑 و 𝑑اكتب شعاعً التوجٌه للمستقٌمٌن :  السؤال الثانً 

           𝑡 ∈ 𝑅       𝑑 ∶   
 𝑥 =        𝑡 + 1
𝑦 =  −3𝑡 + 2
𝑧 =  −3𝑡 + 3

𝑆         و             ∈ 𝑅    𝑑′ ∶   

 𝑥 =      𝑠           
𝑦 =  −3𝑠 − 3
𝑧 =    −𝑠 + 1

  

 

 .    ٌقعان فً مستوي واحد ؟ علل اجابتك ′𝑑 و 𝑑و هل المستقٌمان 

 

=  𝑢 لدٌنا :الحل  = 𝑣  و لدٌنا 𝑑  شعاع موجه للمستقٌم ( 3−, 3−, 1 )  ′𝑑  شعاع موجه للمستقٌم ( 1−, 3−, 1 )

 .  إما متقاطعٌن أو متخالفٌن ′𝑑 و 𝑑 نلاحظ عدم تناسب مركبات الشعاعٌن و بالتالً هما غٌر مرتبطان خطٌاً فالمستقٌمان

  نحل جملة المعادلتٌن 
𝑡 + 1 =      𝑠

−3𝑡 + 2    =  −3𝑠 − 3
−3𝑡 + 3  =  −𝑠 + 1

      ~   

𝑡 − 𝑠   =  −1      

𝑡 − 𝑠      =     
5

3
          

3𝑡 − 𝑠 =       2    

       

( 1 )
 ( 2 ) 
( 3 )

    

  فجملة المعادلات متناقضة و لٌس لها حلول ( 2 )  و المعادلة ( 1 )نلاحظ التناقض بٌن المعادلة 

 . متخالفان و لا ٌقعان فً مستوي واحد ′𝑑 و 𝑑  بالتالً المستقٌمان 
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2𝑦:     حل المعادلة التفاضلٌة الآتٌة :السؤال الثالث  ′ +  3𝑦 = , 𝐴(𝑙𝑛4  للحل ٌمر بالنقطة  𝐶 و الخط البٌانً 0 1).  

𝑦المعادلة من الشكل   :الحل  ′ =  𝑎𝑦  ًٌعط  𝑦 ′ = −   
3

2
𝑦    و حلها العام من الشكل𝑓   𝑥  = 𝑘 𝑒𝑎𝑥   

=  𝑓   𝑥و بالتالً الحل العام للمعادلة   𝑘 𝑒−  
3

2
𝑥

, 𝐴(𝑙𝑛4 ، نعوض احداثٌات     فً الحل العام  (1

1نجد   = 𝑘 𝑒−  
3

2
𝑙𝑛4  

.
  1 = 𝑘 𝑒−  

3

2
𝑙𝑛22

  
.
 1 = 𝑘 𝑒−  

3

2
 ×2𝑙𝑛2  

.
 1 = 𝑘 𝑒−3𝑙𝑛2  

.
 1 = 𝑘 𝑒−𝑙𝑛23

      

1و منه   = 𝑘 𝑒−𝑙𝑛8    
 .
  1 = 𝑘 𝑒𝑙𝑛  

1

8   
.
 1 = 𝑘 

1

8
  

 .
  𝑘 = =  𝑓   𝑥  ٌعطً   8 8 𝑒−  

3

2
𝑥

 

 

, 𝑜 )   نتأمل فً المعلم المتجانس  :السؤال الرابع  𝑖  , 𝑗  , 𝑘   )    النقطتٌن 𝐴 ( 2 , 0 , , 𝐵 ( 1 ,−2  و ( 1 1 )                                                                             

  .[ 𝐴𝐵 ]اكتب معادلة المستوي المحوري للقطعة المستقٌمة   :                    و المطلوب 

, 𝑀 ( 𝑥 ,𝑦نفرض النقطة   𝑧 ) متساوٌة البعد عن كل من النقطة 𝐴  و النقطة  𝐵  عندها ٌكون𝑀𝐵2 =  𝑀𝐴2   

𝑥𝐴 ) و منه   − 𝑥𝑀   )2 +  ( 𝑦𝐴 − 𝑦𝑀   )2 +  ( 𝑧𝐴 − 𝑧𝑀   )2 =   ( 𝑥𝐵 − 𝑥𝑀   )2 +  ( 𝑦𝐵 − 𝑦𝑀   )2 +  ( 𝑧𝐵 − 𝑧𝑀   )2  

2 ) و منه   − 𝑥𝑀   )2 +  ( 0 − 𝑦𝑀   )2 +  ( 1 − 𝑧𝑀   )2 =   ( 1 − 𝑥𝑀   )2 +  ( −2 − 𝑦𝑀   )2 +  ( 1 − 𝑧𝑀   )2 

𝑥2ٌعطً   +  4 − 4𝑥 + 𝑦2 =  𝑥2 +  1 − 2𝑥 + 𝑦2 +  4 + 4𝑦 

2𝑥:    هً [ 𝐴𝐵 ]بعد الاصلاح نجد معادلة المستوي المحوري للقطعة المستقٌمة  + 4𝑦 + 1 = 0  

 

 :حل التمارٌن الأربعة التالٌة : ثـانٌـاً 

𝑢𝑛 )لتكن المتتالٌة : التمرٌن الأول   )𝑛≥0 ًالمعرفة وفق ما ٌأت   :𝑢𝑛 =   𝑛 + 1 −   𝑛 

𝑢𝑛 )أثبت أن المتتالٌة  -1  )𝑛≥0 متناقصة  . 

≥ 0أثبت أن   -2 𝑢𝑛  ≤  .  و استنتج أنها متقاربة و احسب نهاٌتها 1

𝑢𝑛     لدٌنا بعد الضرب و التقسٌم على المرافق   :الحل  =   𝑛 + 1 −   𝑛 =  
1

 𝑛+1+  𝑛
𝑢𝑛+1 و منه    =   

1

 𝑛+2+  𝑛+1
    

𝑛       و باعتبار  ≥ 𝑛  فإن 0 + 2  >  𝑛     و منه     𝑛 + 2 +   𝑛 + 1  >  𝑛 +   𝑛 + 1   

 و منه         
1

 𝑛+2+  𝑛+1
 <

1

 𝑛+1+  𝑛
𝑢𝑛+1  وبالتالً     <  𝑢𝑛 𝑢𝑛 )  فالمتتالٌة     )𝑛≥0  متناقصة  . 

𝑛 أٌاً كان : الطلب الثانً  ≥ 𝑛  فإن  0 + 1  ≥  𝑛 و منه      𝑢𝑛 =   𝑛 + 1 −   𝑛 ≥ 0  ( ..     ( 1 

𝑛                     و لدٌنا   + 1  ≥ 𝑛   و منه 1 + 1 +   𝑛 ≥ 𝑢𝑛   ٌعطً  1 =  
1

 𝑛+1+  𝑛
 ≤ 1 (  ..     ( 2 

≥ 0 نجد أن   2 )     )و  1 )    )                   من  𝑢𝑛  ≤ 1   

𝑢𝑛 )أي أن المتتالٌة                      )𝑛≥0 محدودة بالأدنى بالعدد صفر و باعتبارها متناقصة فهً متقاربة  . 

∞+→𝑢𝑛𝑛                  نهاٌة المتتالٌة   
𝑙𝑖𝑚 =  ( 

1

 𝑛+1+  𝑛
  )𝑛→+∞

𝑙𝑖𝑚 = 0  

 المدرس سام علي حمدان

 

 المدرس سام علي حمدان

 

 المدرس سام علي حمدان

 



 

, 𝐼 لإثبات وقوع النقاط  :  الحل  𝐽 ,𝐻 تقع على استقامة واحدة  

, 𝐼  هً مركز الأبعاد المتناسبة  للنقطتٌن المثقلتٌن  𝐻           ٌكفً إثبات أن  𝐽  انطلاقاً من العلاقة  𝐴𝐸      = 𝑎 𝐴𝐷         

=       𝐴𝐸            نجد أن   𝑎 𝐴𝐸      + 𝑎 𝐸𝐷       
.
 𝐴𝐸      − 𝑎 𝐴𝐸      + 𝑎 𝐷𝐸      = 0 

.
    1 − 𝑎  𝐴𝐸      +  𝑎 𝐷𝐸      = 0  

𝐴 ,1   مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتٌن   𝐸           و بالتالً   − 𝑎   و    𝐷 ,𝑎    

=      𝐵𝐹           بنفس الأسلوب و انطلاقاً من العلاقة   𝑎 𝐵𝐶        

=       𝐵𝐹           نجد أن   𝑎 𝐵𝐹      + 𝑎 𝐹𝐶       
.
 𝐵𝐹      − 𝑎 𝐵𝐹      + 𝑎 𝐶𝐹      = 0 

.
    1 − 𝑎  𝐵𝐹      +  𝑎 𝐶𝐹      = 0 

𝐵 ,1   مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتٌن   𝐹           و بالتالً  − 𝑎   و    𝐶 ,𝑎    

    𝐹 ,1    و   𝐸 ,1   فإنها مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتٌن [ 𝐸𝐹 ] هً منتصف 𝐻           بما أن 

𝐴 ,1   مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 𝐻  و حسب الخاصة التجمٌعٌة تكون   − 𝑎   ,   𝐵 ,1 − 𝑎   ,    𝐷 ,𝑎     ,    𝐶 ,𝑎   

𝐴 ,1   فإنها مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتٌن  [ 𝐴𝐵 ] هً منتصف 𝐼بما أن  − 𝑎   ,   𝐵 ,1 − 𝑎   

    𝐷 ,𝑎     ,    𝐶 ,𝑎   فإنها مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتٌن  [ 𝐶𝐷 ] هً منتصف 𝐽بما أن 

𝐼 ,2   مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتٌن 𝐻بالتالً  − 2𝑎   ,   𝐽 , 2𝑎    ..   ٌعطً النقاط𝐼 , 𝐽 ,𝐻 تقع على استقامة واحدة  . 

  

𝑧 التً ٌمثلها العدد العقدي  𝑀لتكن النقطة : التمرٌن الثالث  =  −1 + 𝑖 و المطلوب   : 

 . عدداً حقٌقٌاً 𝑧8أثبت أن   -1

𝐴 ( 1 وفق دوران مركزه 𝑀  صورة ′𝑀 الممثل للنقطة  ′𝑧جد العدد العقدي  -2 + 𝑖 )  و زاوٌته  
𝜋

4
 .  و اكتبه بالشكل الأسً 

 

𝑧  لدٌنا  :  الحل  =  − 1 + 𝑖  ًٌعط  𝑧2 =   ( − 1 + 𝑖 )2 = 2𝑖   

          𝑧2 =  [    𝑧  2]4  =   ( 2𝑖  )4 = ( 2𝑖  )2 . ( 2𝑖  )2 =  −4 × −4 = 16 ∈ 𝑅   ..  ًٌعط𝑧 ًعدداً حقٌقٌا . 

   لدٌنا𝑧 ′ −  𝑧𝐴 =  𝑒𝑖𝜃  ( 𝑧 −   𝑧𝐴 𝑧  و منه   (  ′ −  1 − 𝑖 =  𝑒𝑖
𝜋

4
  ( 𝑧 −  1 − 𝑖 )    

𝑧ٌعطً  ′ −  1 − 𝑖 = ( 
1

 2
+  𝑖

1

 2
  ) ( −1 + 𝑖 −  1 − 𝑖 )    

𝑧         ٌعطً  ′ =   
1

 2
+  𝑖

1

 2
     −2   + 1 + 𝑖  ًٌعط   𝑧 ′ = − 2 −  2𝑖 + 1 + 𝑖 
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𝑧         ٌعطً   ′ = − 2 + 1 −  2𝑖 + 𝑖 ًٌعط 𝑧 ′ =  − 2 +  1  ( 1 + 𝑖  ) 

𝑧        ٌعطً   ′ =   2 −  1   − 1 − 𝑖   =   2 −  1    2 ( −   
1

 2
−  𝑖

1

 2
  )   

−         باعتبار     
1

 2
−  𝑖

1

 2
   =  cos

5𝜋

4
 + 𝑠𝑖𝑛

5𝜋

4
𝑧  و منه زاوٌة العدد العقدي      هً ′

5𝜋

4
 

2          و    −  1    2 = 2 −   2 = 𝑟 > 0    

𝑧        ٌصبح الشكل الأسً لدٌنا   ′ = 𝑟𝑒𝑖𝜃  
.
   𝑧 ′ =     2 −   2   𝑒𝑖

5𝜋

4    

          

= 𝑓 𝑥:    وفق التالً 𝑅\  { −3 }  المعرف على 𝑓 الخط البٌانً للتابع 𝐶  لٌكن :التمرٌن الرابع 
𝑥2+ 2𝑥  − 2

𝑥+3
  

= 𝑓 𝑥  بالشكل    𝑓 𝑥اكتب التابع  -1 𝑎𝑥 + 𝑏 +  
𝑐

𝑥+3
  

𝑦أثبت أن المستقٌم  -2 = 𝑎𝑥 + 𝑏 ًمقارب مائل للخط البٌان 𝐶  فً جوار  +∞ 

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 احسب   -3
2

0
.  

 

= 𝑓 𝑥:    بالقسمة الأقلٌدٌة نجد : الحل  𝑥 − 1 +  
1

𝑥+3
  

𝑦         لدٌنا المستقٌم   = 𝑥 − − 𝑓 𝑥 و بالتالً  1 𝑦 =  
1

𝑥+3
− 𝑓 𝑥    ومنه   𝑦  𝑥→+ ∞

𝑙𝑖𝑚 =     
1

𝑥+3
  𝑥→+ ∞

𝑙𝑖𝑚   = 0 

𝑦                فالمستقٌم  = 𝑥 −   ∞ + بجوار 𝐶 مقارب مائل  لـ 1

𝐼:           التكامل  =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =  ( 𝑥 − 1 +  
1

𝑥+3
  )𝑑𝑥 

2

0
  

2

0
𝑥 و باعتبار  ∈ 𝑥   كانت  [0,2] + 3 > 0 

𝐼          ٌعطً   =   [  
1

2
𝑥2 −  𝑥 + 𝑙𝑛( 𝑥 + 3 )  ]0

2 =   2 − 2 + 𝑙𝑛5   −   𝑙𝑛3  = 𝑙𝑛
5

3
  

 

 : حل المسألتٌن التالٌتٌن –ثالثاً 

𝐼 المعرف على  𝑓 هو الخط البٌانً للتابع 𝐶 لٌكن : المسألة الأولى  = ] 0 ,  :  وفق التالً  ] ∞+

 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 𝑥 ( 𝑙𝑛 𝑥 )2 و لٌكن 𝑔 𝑥 = ( 𝑙𝑛 𝑥 + 1 )2  :  و المطلوب   

 ∞+أوجد نهاٌة التابع  عند الصفر و عند  -1

= 𝑓′ 𝑥أثبت أن   -2  𝑔 𝑥   

= 𝑔 𝑥حل المعادلة   -3 0 

  𝑓 𝑥نظّم جدول بتغٌرات  -4

𝑥 فً نقطة فاصلتها 𝐶  للخط ∆اكتب معادلة المماس  -5 =  
1

𝑒
 𝐶  و الخط  ∆ و ارسم المماس   

= 𝑓 𝑥:          الحل  𝑥 + 𝑥 ( 𝑙𝑛 𝑥 )2 =   𝑥 +   (  𝑥 )2[ 𝑙𝑛 (  𝑥 )2 ]2 

= 𝑓 𝑥 ٌعطً           𝑥 + [  𝑥 𝑙𝑛 (  𝑥 )2 ]2  =  𝑥 + [2  𝑥 𝑙𝑛 𝑥 ]2  

𝑥→0( 𝑥 𝑙𝑛 𝑥  )            بما أن 
𝑙𝑖𝑚 = 𝑓 𝑥 𝑥→0      ٌعطً   0

𝑙𝑖𝑚 = ∞ +→𝑓 𝑥 𝑥    و لدٌنا  وضوحاً   0
𝑙𝑖𝑚   = + ∞   

𝑙𝑛 ) ]    :نعلم أن ..  مستمر و اشتقاقً على مجموعة تعرٌفه  𝑓 𝑥          التابع   𝑥 )2   ]′ = 2𝑙𝑛𝑥 ×
1

𝑥
     

=  𝑓′  𝑥          ٌصبح مشتق التابع   1 +  ( 𝑙𝑛 𝑥 )2 +  2  ( 𝑙𝑛 𝑥)  ×  
1

𝑥
 × 𝑥 =   1 +  ( 𝑙𝑛 𝑥 )2 +  2  ( 𝑙𝑛 𝑥)   
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=    𝑓′  𝑥           ٌعطً لدٌنا    [ 1 + 𝑙𝑛𝑥  ]2 = 𝑔 ( 𝑥 )  

=  𝑔   𝑥            حل المعادلة     0 
.
 𝑙𝑛𝑥 =  −1 

.
  𝑥 =  𝑒−1 =  

1

𝑒
     

=  𝑓′  𝑥 ، لدٌنا   𝑓 𝑥         دراسة تغٌرات   0  
.
  𝑔   𝑥  = 𝑥 و منه  0 =  

1

𝑒
𝑓  ٌعطً     

1

𝑒
   =  

2

𝑒
  

 

 

 

 منها 𝐴 قلم ، صنعت الورشة 1000عندما ورد طلب لعدد من الأقلام قدره .   لتصنٌع الأقلام 𝐵 و 𝐴 ٌضم مصنع ورشتٌن : المسألة الثانٌة 

 من أقلام %2 غٌر صالحة للاستعمال ، فً حٌن تكون نسبة  𝐴 من أقلام الورشة %5هناك نسبة   . 𝐵 قلماً و صنعت البقٌة الورشة 600

  << 𝐴القلم مصنوع فً الورشة  >>    إلى الحدث 𝐴نرمز بالرمز .  غٌر صالحة للاستعمال ، نسحب عشوائٌاً قلماً من الطلب 𝐵الورشة  

 .<< القلم غٌر صالح للاستعمال  >>   إلى 𝐷و بالرمز   << 𝐵القلم مصنوع فً الورشة  >>   إلى الحدث 𝐵و بالرمز  

 .اعط تمثٌلاً شجرٌاً للتجربة  -1

 .احسب احتمال أن ٌكون القلم صالح للاستعمال  -2

 𝐴إذا كان القلم صالحاً للاستعمال فما احتمال أن ٌكون مصنوعاً فً الورشة  -3

 المتحول العشوائً الذي ٌمثل عدد الأقلام المسحوبة الصالحة للاستعمال ، 𝑋  قلمٌن معاً و لٌكن  𝐴نسحب عشوائٌاً من الورشة  -4

𝑃 ( 𝑋احسب  = 0 ).  

 

  المخطط الشجري   -1:  الحل 
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    ′𝑃  𝐷احتمال أن ٌكون القلم صالح للاستعمال هو  

 

=  𝑃  𝐴لدٌنا    
600

100
= =  𝑃  𝐵   و   0.6  

400

100
= 0.4 

′𝑃  𝐷           لدٌنا أٌضاً   |𝐴  = 1 − 0.05 = ′𝑃  𝐷   و   0.95 |𝐵  = 1 − 0.02 = 0.98 

=  ′𝑃  𝐷              ٌعطً   𝑃   𝐴 ∩ 𝐷′ +  𝑃 ( 𝐵 ∩ 𝐷′)   

=  ′𝑃  𝐷           ٌعطً   𝑃  𝐴  × 𝑃  𝐷′ |𝐴  + 𝑃  𝐵  × 𝑃  𝐷′ |𝐵      

=  ′𝑃  𝐷              و منه       0.6 × 0.95 + 0.4 × 0.98 = 0.962    

 

=  ′𝑃  𝐴|𝐷لدٌنا   -3
𝑃   𝐴 ∩𝐷′  

𝑃  𝐷′   
=

0.6×0.95

0.962
=

285

481
      

 

𝑋لدٌنا  -4 = {0 , 1 , 𝑃  𝑋     و    { 2 =  هو احتمال سحب قلم غٌر صالح  0

600:   ٌساوي  𝐴عدد الأقلام غٌر الصالحة من الورشة  × 0.05 = 30  

 لذلك نستخدم التوافٌق.. باعتبار السحب معاً 

 

𝑃  𝑋     و منه      = 0  =  
 30

2  

 600
2  

=  
30 ×29

600  × 599
  =  

29

11980
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