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 الفضاءات التآلفٌة

 
 تعارٌف

 تؤثٌر زمرة على مجموعة
 ، إذا وُجد تطبٌك:Eإنها تإثر على مجموعة غٌر خالٌة  Gنمول عن زمرة 

 
 ,

G E E

g x g x

 


  

 الشرطٌن:ٌحمكّ 

     21) , , , ,a b G x E a b x ab x         

2) , .x E e x x     

 كان: ،وفمط إذا ،بسٌط إذا Eعلى   Gونمول إنّ تؤثٌر الزمرة

 , , ,g x G E g x x g e        

هً الزمرة الجزبٌة التافهة  Eمن  xأي مثبت كل عنصر  e. ٌكافا  وهو ما

 بلغة الرموز:

   , .x E st x e    

 إنهّ متعدٍّ إذا تحمكّ الشرط: Eعلى  Gونمول عن تؤثٌر الزمرة 

  2, , / ,x y E g G y g x       

 أي:
, .xx E E     

 :وفك علالة التكافإ التالٌة Eمن  xصف تكافإ العنصر  xحٌث ٌمثل 

/ .x y g G y g x    

 .Eفً  xبمدار العنصر  xكما ٌطلك على 

 
 قضٌة

 ،وفمط إذا ،بسٌطًا ومتعدٍّ فً آنٍ واحدٍ إذا Eعلى مجموعة  Gٌكون تؤثٌر زمرة ما 
 من أجله ٌكون التطبٌك: Eمن  aوُجد عنصر 

:a G E

g g a

 


  

 تمابلٌاً.
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 إثبات
   لدٌنا:

a غامر, xx E E    ، 

         
a  متباٌن   st a e ، :ّوٌنجرّ عن هذه الأخٌرة أنه 

كان ا أًٌ  ,g x  منG E :ّفإن 

 

 

 1

1

/

/

/

/

/

/

g x x h G g h a h a

h G gh a h a

h G h gh a a

h G h gh e

h G gh h

h G g e





        

     

    

   

   

   
 

 وهو ما ٌبرز التكافإ المنتظر.
 

 ملحوظة

فً حالة الكتابة الجمعٌة )حالة  ,G  جمعٌة( نستبدل بالكتابة  زمرةg x 

gالكتابة  x سبك. فً كل ما  

 
 الفضاءات الشعاعٌة

لٌكن  , ,K    حملاً تبدٌلٌاً، ولتكنE  ّمجموعة غٌر خالٌة. نمول إنE  فضاء

فنا عملٌتٌن نرمز لهما أٌضًا بـ إذا عرّ  Kشعاعً على الحمل التبدٌلً     و  

 بحٌث تتحمكّ الشروط التالٌة:

1)  ,E  تبدٌلٌة لها بنٌة زمرة، 

 :العملٌة الثانٌة معرّفة كما ٌلً (2

 

:

,

K E E

x x

  

  
  

 وتحمكّ الشروط التالٌة:

 

   

   

     

2

2

2

1) , , , ,

2) , , , ,

3) , , , ,

4) , 1 .K

x y E K x y x y

x E K x x x

x E K x x

x E x x

         

           

          

   
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 أمثلة

 كل حمل تبدٌلً هو فضاء شعاعً على نفسه، -1
المزودة بجمع الأشعة وضرب  *ٌنتمً إلى  nحٌث  ،nالمجموعات  -2

فضاءات شعاعٌة على الحمل الحمٌمً  شعاع فً سلمٌة هً , ,  وبصفة .

 ،فضاءٌن شعاعٌٌن على الحمل  3و  2ة خاصّ 

كثٌرات الحدود بمعاملات حمٌمٌةّ  مجموعة -3 X  هً فضاء شعاعً على

 الحمل الحمٌمً،

لتطبٌمات الحمٌمٌةّ لمتغٌر حمٌمً مجموعة ا -4 ,  ًهً فضاء شعاع

 على الحمل الحمٌمً.
 

 الفضاءات التآلفٌة

حملاً تبدٌلٌاً و Kلٌكن  , ,E    ًالبعُد فضاءً شعاعٌا ًَ   على الحمل التبدٌلًمُنتهّ

K و .E .مجموعة غٌر خالٌة 
 

 0تعرٌف 

)أو  Eضاء تآلفً موجّه بالفضاء الشعاعً ببنٌة فمزودة  Eنمول إنّ المجموعة 

ومتعدٍّ من الزمرة  ٌطٍ إذا عرّفنا تؤثٌر زمرةٍ بس( Eً منحاه الفضاء الشعاع

التبدٌلٌة  ,E   على المجموعةE:ًأي نعرّف تطبٌما . 

 ,

E E E

u A u A

 


  

 بحٌث:
         

   

     

   

2

1) , , , ,

2) , 0 ,

3) , 0 ,

4) , .A

u v E A E u v A u v A

A E A A

A E st A

A E E

        

   

  

   
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 8تعرٌف 

 Eاء تآلفً مُوجّهه الفضاء الشعاعً إنهّا مزودة ببنٌة فض Eنمول عن مجموعة 

ا لزّمرة التبدٌلٌة رّفنا تؤثٌرً إذا ع ,E   على المجموعةE :بـ 

 ,

E E E

u A u A

 


  

  وٌحمكّ:

     
2

1) , , , ,u v E A E u v A u v A          

2) , 0 ,A E A A     

 ، ٌكون التطبٌك:Eمثبتّة من  Aومن أجل كل نمطة 

:A E E

u u A

 


  

 تمابلٌاً.
 
وٌكون عندبذ  

A E   أٌاً كانت النمطةA  منE  ّأي أن(E  هو مدار النمطةA .)

 أي:

 ,E E A u A u E      

 .Eنمطة ما من  Aو
 

 1تعرٌف 
مُوجّهه الفضاء  ببنٌة فضاء تآلفً ها مزودةإنّ  Eنمول عن مجموعة غٌر خالٌة 

 . إذا عرفنا تطبٌماً:Eالشعاعً 

 ,

E E E

A B AB

 
  

 (Eتعرّفان شعاعًا من  E)أي أنّ كلّ نمطتٌن من 
 بحٌث تتحمكّ العلالة الشعاعٌة التالٌة:

AB BC AC     )علالة شال( 
 .Eمن المجموعة  Cو A ،Bلأجل كل ثلاث نمط 

 فإنّ التطبٌك: Eمثبتّة من  Aومن أجل كل نمطة   

: ,A E E B AB  



 الجزء الأوّل
 

8 
 

  

0AAحٌث  .هو تمابل ، 

 (. Eبالنسبة لنمطة ما مثبتة من  Eٌعرّف نمطة من  E)أي أنّ كل شعاع من 
 

 قضٌة
 التعارٌف الثلاث متكافبة فٌما بٌنها.

 
 إثبات

   2 1  

 واضح

   3 2   

1ٌكفً وضع 

A A

   :ّوملاحظة أن 

     , ,

E E E E E E

C B AC B AC B A AC B

    

 
  

)حٌث  1

AAB B   ّ1 لأن

A A

  ) 

 لدٌنا: Eمن  Cو A ،Bٌكون تطبٌماً، وأنهّ من أجل كل ثلاث نمط 

,AB A B BC B C     

 أي:

 

 

 

C BC B BC AB A

BC AB A

AB BC A

    

  

  

  

ACإذن  AB BC   ّلأنA .متباٌن. ومن ثمّ علالة شال محممّة 

 فٌكون تمابلٌاً كتطبٌك عكسً لتطبٌك تمابلً. Aأمّا 

   2 3   

1نضع بنفس الطرٌمة 

A A

   :ونعرّف التطبٌك 

 ,

E E E

u A u A B

 

 
  

uحٌث  AB  من غمر التطبٌكA. 
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هذا الأخٌر تؤثٌرًا من الزمرة  فٌكون ,E   علىE:ًلما ٌل ، 

     
2

, , ,u v E A E u v A u AC A          

       u C    
    CB C B     

 لدٌنا: ،ومن جهة أخرى

   u v A CB AC A AB A B         

 نلاحظ أنّ: ،وأخٌرًا

0 A AA A A     
ومنه الشرطٌن  1 و 2 .محممٌّن. وهو ما ٌوصلنا إلى المطلوب 

 
 ترمٌز

 Eمنحى  Eماطًا، كما نسمًّ الفضاء الشعاعً ن Eنسمًّ عناصر الفضاء التآلفً 
 .Eأو الفضاء الموجه للفضاء التآلفً 

 
 تعرٌف

 ،Eعد موجّهه أي بعد الفضاء الشعاعً ب Eنسمًّ بعد الفضاء التآلفً   
 ،1نسمًّ مستمٌمًا تآلفٌاً كلّ فضاءٍ بعده  
 .2 ٌاً، كلّ فضاءٍ بعدهنسمًّ مستوٍ تآلف 
 

 أمثلة

 هو فضاء تآلفً موجّه لنفسه. Eكل فضاء شعاعً  -1
 وبالفعل، نتحمكّ من التعرٌف بؤخذ التطبٌك:

 ,

E E E

u v u v

 


  

حٌث العملٌة    ًهً العملٌة الداخلٌة فE. 

( ماهً إلاّ خاصٌة 1واضحتان إذ أنّ الخاصٌة ) (2)و (1)لدٌنا الخاصٌتان    
لحٌادي. كما أنهّ من ( ماهً إلاّ خاصٌة تعرٌف العنصر ا2التجمٌع و الخاصٌة )

 ٌكون التطبٌك: Eمن  vأجل كل شعاع 

: ,
v

E E u u v    

 تمابلٌاً.
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ٌنتج من المثال  -2 1  أنّ الفضاءٌن
2

و 
3

وبصفة عامّة   * nn 

 هً فضاءات تآلفٌة.
 

 الفضاءات التآلفٌة الجزئٌة
  تعرٌف

.اءً تآلفٌاً منحاه الفضاء الشعاعً فض Eلٌكن  E  ولٌكنF  جزءًا غٌر خالٍ من
 ، إذا وُجد فضاء شعاعEًفضاء تآلفً جزبً من  F. نمول إنّ Eالفضاء التآلفً 

 بحٌث: Fمن  x، وعنصرٌ Eمن  Fجزبً 

 ,F x F x u u F      

 
 ملحوظات

بما أنّ عملٌة الجمع المعرّفة على الفضاءات الشعاعٌة تبدٌلٌة فلا حاجة لنا إلى  .1

  تؤثٌر من الٌمٌن بالزمرة الجمعٌةالتمٌٌز بٌن التؤثٌر من الٌسار و ال ,E   على

Fوعة ما، وهو ما جعلنا نكتب آنفاً مجم x F   عمداً وتنبٌهًا على ما أشرنا
 سلفاً.

ٌة موجّهة بالفضاء الشعاعً . نماط أي فضاء تآلفً هً فضاءات تآلفٌة جزب2

التافه  0 ًفضاءات تآلفٌة بسٌطة.. نطلك علٌها عادة 

 
 قضٌة

 ٌعطى بالعلالة التالٌة:  Fإنّ موجّه الفضاء التآلفً الجزبً 

  2, ,F AB A B F   

 .Fها مثبتة من على أنّ  Bأو Aوٌمكن النظر إلى إحدى النمطتٌن 
 

 إثبات
فضاءً تآلفٌاً ضمنٌاً وأنّ  Fتنبع هذه الأخٌرة من كون كل فضاء تآلفً جزبً 

 التطبٌك:

 , A F   
| :A F F F

B AB

 
  

 تمابل.
 



 الجزء الأوّل
 

11 
 

 
 :وهو ما ٌترّتب عنه أنّ  

   | /A FF F AB B F     

      2/ ,AB A B F   

 وهو المطلوب.
 

 ملحوظة هامّة

 Eمن  Bالصورة العكسٌة للنمطة  ABل ما سٌؤتً من فصول نعنً بالشعاع فً ك

 وفك التطبٌك
A ّأي أن . 1

AAB B . .)ًمالم نشر بخلاف ذلن صراحة( 

 ومن ثمّ تتحمكّ الخواص التالٌة:

1)   2, ,A B E AB A B     

2) , 0A E AA    

3)   3, , ,A B C E AB BC AC     )علالة شال( 

4)   2, ,A B E AB BA     

5)   4, , , ,A B C D E AB CD AC BD      

 
 الاستقامٌة

 تعرٌف
كانت تنتمً  ،إنهّا تمع على استمامة واحدة إذا E عن نماط ما من فضاءٍ تآلفًنمول 

 إلى نفس المستمٌم التآلفً.
 

 تعرٌف

توٍ متصاعد كلّ فضاءٍ شعاعً جزبً . نسمًّ مسnفضاءً شعاعٌاً بعده  Eلٌكن 

F  منE  1بعدهn. 
 

 التوازي
 تعرٌف
ٌن بالفضاءٌن الشعاعٌٌن موجه Eفضاءٌن تآلفٌٌن جزبٌٌن من  Gو Fلٌكن 

 على الترتٌب. Eمن  Gو Fالجزبٌٌن 
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 ،إذا Gأنهّ ٌوازي الفضاء التآلفً الجزبً  Fنمول عن الفضاء التآلفً الجزبً 

فضاءً شعاعٌاً جزبٌاً من موجّه الفضاء  Fكان موجّه الفضاء التآلفً  ،وفمط إذا
 . أي:Gالتآلفً 

F ٌوازيF G G   
 تساوى موجّهٌهما. أي: ،إنهّما متوازٌان إذاونمول عنهما 

F وG متوزٌانF G   

 
 ملحوظة

إنّ علالة التوازي هً علالة ترتٌب جزبً على مجموعة الفضاءات التآلفٌة 
 .Eالجزبٌة المتماطعة مثنى مثنى من فضاء تآلفً 

 
 أمثلة

)أحُادٌات العناصر( توازي كلّ  Eالفضاءات التآلفٌة البسٌطة من فضاءٍ تآلفً  -1
 فضاءٍ تآلفً جزبً من هذا الفضاء التآلفً،

 . لدٌنا:3 فً فضاء تآلفً بعده -2
 توجد مستمٌمات تآلفٌة جزبٌة متوازٌة، 
 تآلفٌة جزبٌة متوازٌة،توجد مستوٌات  
 ٌوجد مستمٌم تآلفً جزبً ٌوازي مستوٍ تآلفً جزبً، 
  ُتآلفً جزبً ٌوازي مستمٌم تآلفً جزبً. لمستوٍ د وجلا و 
 

 مبرهنة

فضاءٌن تآلفٌٌن  Gو F، ولٌكن Eءً تآلفٌاً موجّهًا بفضاءٍ شعاعً فضا Eلٌكن  

على  Eمن  G و Fاعٌٌن الجزبٌٌن موجهٌن بالفضاءٌن الشع Eجزبٌٌن من 
 الترتٌب. عندبذ:

 كان عندبذ:  Gٌوازي  Fإذا كان  (1
F G    أوF G 

 متوازٌان كان عندبذ: Gو Fإذا كان  (2

F G    أوF G 

 
 إثبات

Fلنفترض أنّ  (1 G   نجد بذلن نمطة ،A تنتمً إلى F G:وعلٌه ٌكون . 

G A G   أوF A F   
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 فإنّ: Gٌوازي  Fوبما أنّ 

F A F A G G      
 وهو المطلوب.

 (.1ٌنتج مباشرة من ) (2

 
 تقاطع فضاءات تآلفٌة جزئٌة

 مبرهنة

فضاءٌن تآلفٌٌن  Gو F، ولٌكن Eتآلفٌاً موجّهًا بالفضاء الشعاعً فضاءً  Eلٌكن 

على  Eمن  Gو Fٌن بالفضاءٌن الشعاعٌٌن الجزبٌٌن وموجّه Eجزبٌٌن من 
 التوالً. عندبذ:

Fإذا كان  G  غٌر خالٍ كان عندبذF G  فضاءً تآلفٌاً جزبٌاً منE  موجهًا
F بالفضاء الشعاعً الجزبً G. 

 
 إثبات

Fلنفترض أنّ  G  غٌر خالٍ. توجد بذلن نمطةA من F G.  ومن جهة
 أخرى لدٌنا:

 

 

 

/

/

/

F G M E M F M G

M E M A F M A G

A u u F G

A F G

     

      

   

  

  

Fإذن  G  هو فضاء تآلفً جزبً منE  ًموجه بالفضاء الشعاعً الجزب

F G F G   من E. 
 

 نتٌجة
موجّهٌن بفضاءٌن شعاعٌٌن  Eمن  Gو Fتماطع فضاءٌن تآلفٌٌن جزبٌٌن  

E)على الترتٌب  Gو Fمتكاملٌن  جزبٌٌن F G  ) ًمن الفضاء الشعاعE 
 )أحادي العنصر(. Eتآلفً بسٌط من  هو فضاء

 
 إثبات
 لدٌنا:

 , / ,F A F G B G A B F G      
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 :ومنه                      

AB E F G    

ABعلى الترتٌب بحٌث  Gو Fمن  vو uوعلٌه ٌوجد شعاعٌن  u v  
 ومنه:

   B AB A u v A v u A         

 أي:                

G F

v B u A

 

     

Fومنه  G .ٍغٌر خال 
Fة إذن حسب المبرهنة السابم G  هو فضاء تآلفً جزبً منE ء موجّه بالفضا

الشعاعً الجزبً  0F G   ومنهF G  فضاء بسٌط منE. 

 
 مبرهنة وتعرٌف

 .Eمجموعة جزبٌة وغٌر خالٌة من فضاء تآلفً  Xلتكن 
هو فضاء تآلفً جزبً  Xتماطع كل الفضاءات التآلفٌة الجزبٌة التً تحوي 

ونرمز له بالرمز  Xندعوه بالفضاء التآلفً الجزبً المولد بـ  Xأصغري ٌحوي 

 Aff X. 

 
 إثبات

 أنظر الأعمال الموجهة.
 

 التطبٌقات التآلفٌة
 

 تعرٌف

على  Fو Eٌٌن موجّهٌن بالفضاءٌن الشعاعٌٌن فضاءٌن تآلف Fو Eلٌكن 
 الترتٌب.

f:نمول عن تطبٌك  E F  ّتطبٌك تآلفً، إذا وُجد تطبٌك خطً إنه

: E F  :ٌّحمك 

       2, ,A B E f A f B AB     

 .f ونرمز له بـ fبالجزء الخطً للتطبٌك التآلفً  نسمًّ التطبٌك 
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 مبرهنة

f:فً كل تطبٌك تآل E F  هو مجموع تطبٌمٌن أحدهما التطبٌك الثابت والآخر

 هو جزإه الخطً.
 

 إثبات
 لدٌنا بالتعرٌف:

        2, ,f A f B f AB A B E    

 فإنّ: Eنمطة ما كٌفٌة من  Mو  Eمثبتة من  Aومن أجل نمطة 

     f A f M f AM  

 وهو ما ٌكافا أنّ:

     f M f A f AM   

 إنهّ المطلوب.
 

 ملحوظات
f:، وكل تطبٌك تآلفً Eمن  Mو  A. من أجل كل نمطتٌن 1 E F:ّفإن ، 

     f A AM f A f AM    

 .fمطابماً لـ  fً أخذ . كل تطبٌك خطً هو تطبٌك تآلفً، إذ ٌكف2

 . ٌعرّف التطبٌك التآلفً بإعطاء صورة نمطة من فضاء البدء و جزبه الخطً.3
 

 أمثلة
xهً من الشكل:  نحو  التطبٌمات التآلفٌة المعرّفة من  -1 ax b  حٌث

a  وb .عددٌن حمٌمٌٌن 

هً من الشكل:  نحو  2التطبٌمات التآلفٌة من  -2 ,x y ax by c  

 أعداد حمٌمٌةّ. cو  a ،bحٌث 
 هً من الشكل: mنحو  nالتطبٌمات التآلفٌة من  -3

      1 1, , , ,n mX x x f X f X  

 حٌث:              

 
1

n

i ij j i

j

f X a x b


   

من  iمهما ٌكن           1, , n 
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حٌث  1
1

i mij
j n

a  
 

و   
1i i n

b
 

 .معاملات من  

 
 التطبٌقات التآلفٌة و الفضاءات التآلفٌة الجزئٌة

 مبرهنة
f:لٌكن  E F  تطبٌماً تآلفٌاً ما. ولٌكنH  ًفضاءً تآلفٌاً جزبٌاً من الفضاء التآلف

E  ًموجّهًا بالفضاء الشعاعً الجزبH من E عندبذ ٌكون . f H  ًفضاء

موجّهًا بالفضاء الشعاعً الجزبً  Fتآلفٌاً جزبٌاً من  f H من F. 

 
 إثبات
 ، لدٌنا:Hنمطة من  Aلتكن 

 /H A H A h h H      

 وعلٌه:               

    /f H f A h h H   

                           /f A f h h H    

                                     f A f H    

 
 مبرهنة
 التطبٌمات التآلفٌة تحافظ على الاستمامٌةّ، (1

 التطبٌمات التآلفٌة تحافظ على التوازي. (2

 
 إثبات

 مستمٌمًا تآلفٌاً فإنّ: Dبالفعل، إذا كان  (1

/D A D A D    

 . أي أنّ:1بعده ٌساوي  Eفضاء شعاعً جزبً من  Dو

 / \ 0D A u u D    

 وعلٌه:

     f D f A f u  

                                 f A f u  
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 مع           dim 1f u . 

ومنه  f D .ًهو إمّا نمطة وإمّا مستمٌم تآلف 

فضاءٌن وموجهٌن بال Eفضاءٌن تآلفٌٌن جزبٌٌن من فضاء تآلفً  Gو  Fلٌكن  (2

 على الترتٌب. لدٌنا: Eمن  Gو Fالشعاعٌٌن الجزبٌٌن 

,F A F G B G    

 حٌث ,A B عنصر من F G. 

 ومن ثمّ ٌكون:

                             f F f A f F   

 و                      

                               f G f B f G   

Fفإنّ  Gٌوازي  Fومنه إذن إذا كان  G وعلٌه: 

   f F f G  

وبالتالً  f F ٌوازي  f G.وبه ننهً الإثبات . 

 
 تركٌب تطبٌقات تآلفٌة

 مبرهنة
f:ا كان إذ E F و:g F G تطبٌمان تآلفٌان، كان عندبذ تركٌبهما 

:g f E G .تطبٌماً تآلفٌاً هو الآخر 

 
 إثبات
 . نكتب إذن:Eنمطتٌن ما من  Bو  Aلتكن 

          g f A g f B g f A g f B  

                           g f A f B  

                              g f AB  

                            g f AB   

gًٌ فإنّ وبما أنّ تركٌب تطبٌمٌن خطٌٌن خط f  ًهو تطبٌك تآلفً جزإه الخط

gهو  f  أي .g f g f. 
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 تسمٌة

 نسمًّ تشاكلاً تآلفٌاً )أو تحوٌلاً تآلفٌاً( كلّ تطبٌك تآلفً و تمابلً.. 1
منطلمه تطابك مجموعة . نسمًّ تشاكلاً تآلفٌاً ذاتٌاً كلّ تشاكل تآلفً مجموعة 2

 وصوله.
 

 مبرهنة
 تركٌب تشاكلٌن تآلفٌٌن هو تشاكل تآلفً، (1

 .التطبٌك العكسً لتشاكل تآلفً هو تشاكل تآلفً (2

 
 إثبات

 ( واضح1

f:( لٌكن 2 E F  ّ1تشاكل تآلفً ولنثبت أن :f F E  .ًتشاكل تآلف 

1fٌكفً إذن إثبات أنّ    تطبٌك تآلفً ولتكن بغٌُة ذلنA  وB  نمطتٌن ما منF ،

 لدٌنا:

          1 1 1 1f f A f B f f A f f B     

AB  
 ومنه:                     

       
1

1 1f A f B f AB


    

1fسً لتطبٌك خطً هو تطبٌك خطً فإنّ وبما أنّ التطبٌك العك   ًتطبٌك تآلف

جزإه الخطً  
1

1f f


 . 

 
 مبرهنة

 كان جزإه الخطً تمابلً أي أنّ: ،وفمط إذا ،ٌكون تطبٌك تآلفً تشاكلاً تآلفٌاً إذا

f  ًتشاكل تآلفf  ًتشاكل خط 

 
 إثبات

 فً الحمٌمة، ٌتمّ البرهان بإثبات أنّ: 

f  متباٌنf  متباٌن 

 و                              

f  غامرf  غامر 
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 همّة صٌاغة التفاصٌل تمرٌناً للمارئ.ونترن مُ 

 
 نتٌجة

تركٌب التطبٌمات لها بنٌة مجموعة التشاكلات التآلفٌة الذاتٌة المزودة بعملٌة 
 زمرة.

 
 مبرهنة

 جزءًا غٌر خالٍ منه. لدٌنا: Xفضاءً تآلفٌاً، و  Eلٌكن 

1)      :Y E X Y Aff X Aff Y      

 كان ،وفمط إذا ،، إذاEفضاءً تآلفٌاً جزبٌاً من الفضاء التآلفً  Xٌكون  (2

 Aff X X. 

3)        2

/ ,Aff X MN M N Aff X  

           2/ ,MN M N X    

 
 إثبات

 لدٌنا: (1

 X Y Aff Y   

وبما أنّ  Aff X  هو أصغر )بمفهوم الاحتواء( فضاء تآلفً جزبً ٌحويX  فإن

   Aff X Aff Y. 

2)  
 (  

لدٌنا         X Aff X  ّتعرٌفاً، وبما أنX  فضاء تآلفً جزبً منE  وكون

ٌؤتً من ذلن أنّ  Xٌحوي  Eفضاء تآلفً جزبً من  Xكل جزء ٌحوي نفسه فإنّ 

 Aff X X وهو ما ٌضمن المساواة. 

) 

 واضح.      
بإثبات المساوات الأخٌرة، بالنسبة للمساواة الأولى فمد سبك إثباتها. لنتكفلّ إذن  (3

 أي نثبت أنّ:

    2/ ,Aff X MN M N X   

 لنشٌر بادئ ببدء إلى أنّ الاحتواء:
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    2/ ,Aff X MN M N X   

أنهّ واضح أنّ بٌنٌّ، كما   2/ ,MN M N X  ٌكون فضاءً شعاعٌاً جزبٌاً من

Eّنمطة  من أجل أيّ  ، ولنا أن نلاحظ أنهA  منX  ٌكون

  2/ ,A MN M N X   فضاءً تآلفٌاً جزبٌاً منE  وٌحويX ما ٌنجرُّ عنه .

الاحتواء    2/ ,A Aff X A MN M N X     ومن ثمّ الاحتواء

    2/ ,Aff X MN M N X  .الذي ٌوصل بدوره إلى المطلوب 

 
إنّ هذا جعلنا  ،ٌكون فضاءً تآلفٌاًلمد رأٌنا فً ما مضى أنّ كلّ فضاءٍ شعاعً  

 .نتساءل عن إمكانٌة تزوٌد الفضاءات التآلفٌة ببنٌة فضاء شعاعً
 سنرى فً هذه الفمرة أنّ الرّد سٌكون بالإٌجاب.

 
 

 تشعٌع فضاء تآلفً
 

نمطة  Aو  Kمجموعة مإثراته  Eفضاءً تآلفٌاً موجّهًا بفضاءٍ شعاعً  Eلٌكن    
 .Eما من 

 إنّ التطبٌك:

:A E E

AM A AM M

 

 
 

 تمابلً كما سبك رإٌته.

. Eإلى الفضاء التآلفً  Eهذا التمابل ٌسمح لنا بنمل بنٌة الفضاء الشعاعً 

وبالفعل، نعرّف العملٌتٌن  A   و A  علىE :ًكما ٌل 

   
:

,

A

A A

E E E

M N M N AM AN

  

   
 

                 A AM AN   

   
:

,

A

A A

K E E

M M AM

  

    
  

                      A AM  

نتحمكّ بسهولة من أنّ   , ,A A AE    على الحمل ًٌ  .Kفضاءٌ شعاع
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نصر الحٌادي فً الزمرة التبدٌلٌة الع Aحٌث تمثل النمطة  ,A AE   ونظٌر كل

من  Mنمطة 
AE هً النمطة M A AM  .  

نسمًّ الفضاء الشعاعً  , ,A A AE    ًالمبنً أعلاه، بمشععّ الفضاء التآلفE  ًف

ونرمز له بـ  Aالنمطة 
AE. 

 منه. Aنمول أٌضًا إنّ تشعٌع فضاءٍ تآلفً ٌعنً تثبٌت نمطة 
 

 ملحوظات
التطبٌك  .1

A  هو تشاكل فضاءات شعاعٌة حسب بناء
AE. 

تشعٌع الفضاءات التآلفٌة لٌس لانونٌاً لأنّ العملٌات التً تجعل فضاءً  .2
. وعلٌه فإنهّ ٌمكن إنشاء عدةّ Aتتعلك بنمطة مثبتة فضاءً شعاعٌاً  Eتآلفٌاً 

 .Eفضاءات شعاعٌة انطلالاً من فضاءٍ تآلفً 

 
 المعالم الكارتٌزٌة

 تعرٌف

 . nبعده  Eفضاءً تآلفٌاً موجّهًا بفضاءٍ شعاعً  Eلٌكن 

كلّ  Eلفضاءٍ تآلفً  ا(بعداً )أو معلمًا كارتٌزٌاً اختصارً  nذو نسمًّ معلمًا كارتٌزٌاً 

ثنابٌة  ,  حٌث  ًنمطة من الفضاء التآلفE  )و )ندعوها بمركز المعلم

  .Eأساس لـ  

فً المعلم  Eمن  Mومن ثمّ نسمًّ إحداثٌات نمطة ما  ,  الشعاع 1, , nx x  

 بحٌث: nKمن 

1

n

i i

i

M x e


   

مع                  
1

i
i n

e
 

 . 

الشعاع المعدوم  وه بعداً nذي  أساسٍ  فً أيّ   مركزٍ كلّ  إحداثٌاتلاحظ أنّ 

 0 0 , ,0n K KK
. 

 
 
ى اللحظة نعرف فمط أنّ التطبٌمات الخطٌة هً تطبٌمات تآلفٌة بالإضافة إننا حتّ   

التطبٌمات ولإثراء مجموعة التطبٌمات عند تعرٌفنا لهذه  إلى الأمثلة التً سمناها
 م بعض التطبٌمات التآلفٌة الشهٌرة.التآلفٌة نمدّ 
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 الانسحابات و التحاكٌات 

 اتالانسحاب
 تعرٌف

كل تطبٌك معرّفٍ بالشكل  Eمن  uشعاعه  Eنسمًّ انسحاباً لفضاءٍ تآلفً 
 التالً:

:
u

t E E

M M u




  

 
 قضٌة

تآلفً جزإه الخطً هو  شاكلتنسحاب هو الا u E E
t Id Id. 

 
 إثبات

 بالفعل، إنّ هذا الادعاء صادق لأنهّ:

        2, ,
u u

A B E t A t B u A u B      

              AC A BD B      من غمر التطبٌمٌن(A  وB) 

           E
CD AB Id AB    ّلأن(u AC BD ) 

وكون 
E

Id  ّتطبٌك خطً. ومن ثم
u E

t Id. 

وهو تمابلً لأنّ 
E

Id .كذلن 

 
 نتٌجة

المزودة بعملٌة تركٌب التطبٌمات هً  Eنسحابات على فضاءٍ تآلفً مجموعة الا
رة تبدٌلٌة ٌلعب التطبٌك المطابك زم

0 E
t Id  دور العنصر الحٌادي فً هذه

الزمرة كما ٌتمتع كل عنصر منها 
u

t  بنظٌر منها هو العنصر
u

t


. 

 
 مبرهنة

f:ٌكون تطبٌك تآلفً  E E  انسحاباً إذ، وفمط إذا، كان جزإه الخطً هو

أي  Eعلى التطبٌك المطابك 
E

f Id. 
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 إثبات

 إنّ لزوم الشرط سبك توضٌحه لنبٌنّ إذن:
 كفاٌة الشرط:

لنفترض أنّ 
E

Id f  ّونثبت أنf .ٌكون عندبذ انسحاب 

 ، لدٌنا:Eنمطة ما مثبتة من  Aو  Eمن  Mلتكن لصد ذلن نمطة 

   
   
 

 

 

f M f A AM

f A f AM

f A AM

A Af A AM

M Af A

 

 

 

  

 

  

لنثبت أنّ الشعاع  Af A  ثابت لا ٌتعلك بالنمطةA لتكن بغٌُة ذلن نمطة .B  منE 

ولنثبت أنّ    Af A Bf B:وبالفعل، لدٌنا . 

       Af A Bf B AB f A f B    

 AB f AB

AB AB

 

 

    

 محممّة دومًا.

انسحاب شعاعه  fالخلاصة،   Af A  منE  حٌثA  نمطة ما منE. 

 
 حاكٌاتالت

 تعرٌف

، Eنمطة ما مثبتة من  تكن ، ولEفضاءً تآلفٌاً موجهًا بفضاءٍ شعاعً  Eلٌكن 

K *سلمٌة من  kو   \ 0Kk K. 

 ، معرف كما ٌلً:Eنحو  Eكلّ تطبٌكٍ من  kونسبته  نسمًّ تحانٍ مركزه 

M M k M    
 

 ترمٌز
 .kh,بالرمز  kو النسبة  نرمز للتحاكً ذي المركز 
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 ملحوظتٌن

 هً نمطة صامدة وفك هذا التحاكً. kh,. مركز التحاكً 1

 الصمود، الصمود نمطة بنمطة، والصمود إجمالاً.. هنان نوعٌن من 2
 

 مبرهنة
. هو تشاكل تآلفً جزإه الخطً K* من kونسبته  الذي مركزه  kh,التحاكً 

هو  ,k E E
h kId kId . 

 
 إثبات
 ، لدٌنا:Eنمطة ما من  Mلتكن 

 

   
,

,

k

k E

h M k M

h kId M





  

   

  

تطبٌك تآلفً جزإه الخطً  kh,ومنه 
E

kId  ّكما أن,kh  ّتمابلً لأن
E

kId 

 كذلن.
 

 أمثلة
 .Eهو التطبٌك المطابك على  1التحاكً الذي نسبته  -1
 هو تناظر مركزي. -1التحاكً الذي نسبته  -2
صورة مستمٌم وفك تحانٍ هو مستمٌم موازٍ له، وبشكل عام صورة فضاءٍ  -3

ًٌ موازٍ له.  ًٌ جزب  تآلفً جزبً وفك تحانٍ هو فضاءٌ تآلف
 

 نتٌجة
 حاكً ٌحافظان على الاستمامٌة والتوازي.التالانسحاب و

 
 مبرهنة

K عنصرًا من  kلٌكن  k K  و:f E E بٌماً تآلفٌاً جزإه الخطً التطبٌك تط

E
kId أي .

E
f kId:عندبذ ٌكون . 

1) f  1انسحاباً إذا، وفمط إذا، كان k، 

2) f  0تحانٍ إذا، وفمط إذا، كان k. 

 
 



 الجزء الأوّل
 

25 
 

 
 إثبات

 سبك إثباتها من لبل. (1

1وبالنسبة لكفاٌة الشرط فإنّ حالةلزوم الشرط محمكّ تعرٌفاً  إنّ  (2 k  لد

عالجناها كما سلف ذكره لنفترض إذن أنّ 
E

f kId و  0,1k   ّونثبت أن

f .ٍتحان 

 تحانٍ ٌكفً إثبات أنهّ: fلإثبات أنّ 

 ,M E f M k M      

 .Eنمطة ما من  مع 
 ، لدٌنا:Eمثبتة من  Aوكذلن نمطة  Eمن  Mلتكن فً سبٌل ذلن نمطة 

   f M f A AM  

   
   

f A f AM

f A k AM

 

 
  

 ٌتمتع بنمطة صامدة نرمز لها بـ fتحانٍ ٌكفً أن نبٌنّ أنّ  fلإثبات أنّ  فً حال  

ثبت أن . أي نوجودها f  . 

 موجودة، ٌترتب عن هذا الفرض أنّ: لنفترض أنّ 

   f f A k A        

   A Af A k A A A             

                        Af A k A A   
 

                          1Af A k A   
 

                  
   

   

1

1

1

1

A k Af A

A k Af A





   

    
  

 . أي نرٌد إثبات أنّ:Aلا تتعلك بـ  لنبٌنّ أنّ 

         
1 12, , 1 1A B E A k Af A B k Bf B
 

        

 . لدٌنا:Eنمطتٌن من  Bو  Aلتكن بغٌُة ذلن 
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         

         
       

      

1 1

1 1

1 1

1

1 1

1 1

1 1

1

A k Af A B k Bf B

A A k Af A A B k Bf B

k Af A AB k Bf B

k Af A Bf B A

 

 

 



     

     

    

   

          
    
   

1

1

1

1

1

1

B

k Af A Bf A f A f B AB

k AB f AB AB

k AB k AB AB

AB AB







    

   

   

 

 

 محممّة دومًا.                      
فمن التكافإ  Eمن  Bو  Aوبما أنّ المساواة الأخٌرة صحٌحة لأجل أي نمطتٌن 

المنطمً تكون المساواة    محممّة هً الأخرى أٌاً كانت النمطتٌنA  وB  من

E. 
 . ٌؤتً من ذلن أنّ:Aولا تتعلك بالنمطة  Eنمطة ثابتة من   إذن

   ,M E f M f k M       

      k M      

حٌث  kنسبته و مركزه  تحانٍ  fأي أنّ    
1

1A k Af A


    فً حالة

1 k  معA  نمطة منE  1أمّا فً حالة k  فإنّ كلّ نمطة  منE  ًتلب
 الطلب.

  
 العبارة التحلٌلٌة للانسحاب

لٌكن  , R  ذو( ًمعلمًا دٌكارتٌاn  ًلفضاءٍ تآلف )ًبعداE  ٍموجّهًا بفضاء

 .Eشعاعً 
 

لٌكن 
u

t  انسحاباً لـE  شعاعه 1, ,
t

nu     منE  ولتكن

 1, , nM x x  نمطة ما منE وعلٌه فإنّ العبارة التحلٌلٌة للانسحاب .
u

t 

 هً:
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   1 1, , , ,n nM x x M x x     

                   
u

t M M u   

 مع:         

 

1 1 1

2 2 2

n n n

x x

x x

x x

   
    

 

    

  

Mلأنّ                    M u    

عبارته التحلٌلٌة هً  Eتطبٌماً تآلفٌاً لـ  fوبالعكس إذا كان    ّفإنf  انسحاب

شعاعه  1, ,
t

nu   . 

 
 العبارة التحلٌلٌة للتحاكً

لٌكن  , R  ًمعلمًا دٌكارتٌاً لفضاءٍ تآلفE  ٍبفضاءٍ شعاعً موجّهE ،

A,ولٌكن  kh  تحانٍ مركزه 1, , nA a a  ونسبتهk  منK . 

A,العبارة التحلٌلٌة للتحاكً  kh  ًفR :ًه 

 1, , nM x x M A k AM    

 حٌث:                   

 

 

 

 

1 1 1 1

2 2 2 2

n n n n

x a k x a

x a k x a

x a k x a

   

   

 

    

  

 وبالعكس كل عبارة من الشكل:
 

1 1 1

2 2 2 */

n n n

x kx b

x kx b
k K

x kx b

  
   



   
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هو عبارة انسحاب شعاعه  1, ,
t

nu b b  1فً حالة k  وٌمثل فً حالة

1 k  العبارة تحلٌلٌة لتحّاكً الذي نسبتهk  ومركزه النمطة الصامدة 
 المعرّفة بالعلالة:

 1, , n    

 حٌث:         

   
1

1 , 1, ,i ik b i n


      

 أي:          

   
1

11 , , nk b b


    

حري بنا أن نشٌر إلى أنّ العبارة   :ناجمة عن كون 

 M A k M A      

 
 العبارة التحلٌلٌة لتطبٌق تآلفً

f:لٌكن  E G  تطبٌماً تآلفٌاً حٌثE  وG  فضاءٌن تآلفٌٌن موجّهٌن بـE  و

G .على الترتٌب 

E  وG  مزودان بمعلمٌن دٌكارتٌٌن , R  و ,   R .ًعلى التوال 

( بالنسبة للأساسٌن  f)الجزء الخطً لـ  fلمصفوفة التطبٌك الخطً  Aنرمز بـ 

 .و  

لمصفوفة إحداثٌات النمطة  Bوبالمثل نرمز بـ  f   ًفR. 

 .Rفً  Mإحداثٌات النمطة لمصفوفة  Xونرمز أٌضًا بـ 

لمصفوفة إحداثٌات النمطة  Yكما نرمز أخٌرًا بـ  f M  ًفR. 

 لدٌنا عندبذ:
.Y A X B   

 لنسرع فً الإشارة إلى أنّ هذه الأخٌرة نابعة من العلالة الشعاعٌة التالٌة:

     f M f M f       

 
 لفضاء تآلفً جزئً التمثٌل الوسٌطً

 تعرٌف

 .Fكلّ أساسٍ لموجّهه  Fنسمًّ عابلة أشعة موجّهة لفضاءٍ تآلفً جزبً 
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 مثال

 كل مستمٌم تآلفً له شعاع موجّه واحد وهو شعاع توجٌه اتجاهه.
 

 ملحوظة
 لاحظ أنّ لفظ "واحد" فً المثال أعلاه لا تعنً وحٌد.

 
 تعرٌف

إذا كانت  1, , pu u  ًعابلة أشعة موجّهة للفضاء التآلفً الجزبF  وكانتA 

 فإنّ التطبٌك: Fنمطة ما من 

 1

1

:

, ,

P

P

n i i

i

K F

A u


 

   
  

 تمابلً.
 .Fالتمثٌل الوسٌطً للفضاء التآلفً الجزبً بوٌدعى 

 
 مبرهنة

( كل مستمٌم تآلفً 1  :ٌمبل تمثٌلاً وسٌطٌاً من الشكل 

 K

A u

 

 

  

نمطة من  Aحٌث    و  u   معu  شعاع منE. 

كل مستوٍ تآلفً ( 2 P :ٌمبل تمثٌلاً وسٌطٌاً من الشكل 

 

 

2

,

K P

A u v



   
  

نمطة من  Aحٌث  P  معu  وv  شعاعٌن منE  بحٌث   ,P u v 

 إثبات
 واضح

 
 أمثلة

كل مستمٌم تآلفً فً مستوٍ تآلفً  -1  :ٌمبل تمثٌلاً وسٌطٌاً من الشكل 
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x a

y b

  


  
  

مع  K*عنصر من  حٌث   u
 

    
 

و   ,A a b  نمطة من . 

، كل مستمٌمٍ تآلفً 3فً فضاءٍ تآلفً بعده  -2   منه ٌمبل تمثٌلاً وسٌطٌاً من

 الشكل:
x a

y b

z c

  


  
   

  

حٌث  , ,A a b c  نمطة من   مع  u

 
 

    
  

 .K*و  

، كل مستوٍ تآلفً 3فً فضاءٍ تآلفً بعده  -3 P  منه ٌمبل تمثٌلاً وسٌطٌاً من

 الشكل:

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

x a

y b

z c

    


     
       

  

 حٌث:

     
1 2

1 2

1 2

, , , , .A a b c P P u v

     
    

          
         

  

نمطتٌن متماٌزتٌن من مستوٍ تآلفً فإنّ التمثٌل الوسٌطً  Bو  Aإذا كانت  -4

للمستمٌم التآلفً  AB :هو من الشكل 

 K AB

A AB



 

  

وٌكون التمثٌل الوسٌطً لنصف المستمٌم      AB ًكما ٌل: 

 AB

A AB

 

 
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ثلاث نماط لٌست على استمامة واحدة من فضاءٍ تآلفً  Cو  A ،Bإذا كانت  -5

2بعده  n  عندبذ ٌكون التمثٌل الوسٌطً للمستوي ABC :من الشكل 

 

 

2

,

K ABC

A AB AC



   
  

 ( فٌكون من الشكل:Pأمّا التمثٌل الوسٌطً لنصف مستوٍ )   
 

 ,

P

A u v

 

   
  

حٌث       ,P u v  وA  نمطة ما من D. 

 
                                       P    

           u        A              

                                 M                             
               v 

                                                                      D  

 
 
 
 

فً الحمٌمة، بالإضافة إلى الانسحاب والتحاكً توجد تطبٌمات تآلفٌة أخرى        
مؤلوفة على البنٌة التآلفٌة مثل: الاسماط، التناظر، التآلف،....إلاّ أنّ هذه التطبٌمات 

لا ٌمل أهمٌة عن التطبٌمات التآلفٌة فً حد ذاتها التآلفٌة تتطلب معرفة بمفهوم 
 ت إلى ما بعد فمرتنا التالٌة.لذلن سنإجل تعرٌف هذه التطبٌما

 
ا أساسًٌ  امفهومً  أنّ مفهوم المزج الخطً ٌعُدالجبر الخطً، ب نعلم من معرفتنا     

 إذ فً البنٌة الشعاعٌة فهو الحجر الأساسً لتعرٌف الفضاءات الشعاعٌة الجزبٌة؛
ٌكون الفضاء الشعاعً مجموعة مستمرّة بالنسبة للمزج الخطً لأشعته وكذلن 

إلى مزج خطً لصور  من منطلمه ك الخطً ٌحوّل كل مزج خطً لأشعةٍ التطبٌ
 .هذه الأشعة

غٌر أنهّ فً الحالة التآلفٌة، مفهوم المرجح سٌلعب دورًا مماثلاً لدور مفهوم المزج 
  الخطً فً الفضاءات التآلفٌة.
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 المرجح

 
 مبرهنة وتعرٌف

لتكن 
1A ،

2A ،...،
nA  ًنمط من فضاءٍ تآلفE و

1k،
2k،...،

nk  سلمٌات من

تحمكّ الشرط  Kالحمل 
1

0
n

i

i

k


 ُوجد نمطة وحٌدة ، عندبذ تG  منE  ًتكون حلا

 :للمعادلة الشعاعٌة

1

0
n

i i

i

k GA


  

بمرجح الجملة  Gتسمّى النمطة   
1

,i i i n
A k

 
. 

 
 إثبات

 الوجود:
 . لدٌنا:Eنمطة من  Aلتكن 

1 1 1

0 0
n n n

i i i i i

i i i

k GA k GA k AA
  

       

                     

1

1

1

1

1

1

n

i in
i

i

i

n

i in
i

i

i

AG k AA

k

G A k AA

k









 

  







 

 الوحدانٌة:
 تكون حلاً للمعادلة: Eمن  Cلنفترض وجود نمطة أخرى 

1

0
n

i i

i

k CA


  

 ٌنجم عن ذلن أنّ:               

 
1

0
n

i i i

i

k GA CA


   
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 ومنه:   

 
1

0
n

i i i

i

k GA AC


   

 أي:                    

1

0
n

i

i

GC k


  

وبما أنّ 
1

0
n

i

i

k


  ّ0فرضًا فإنGC   ّومن ثم G C. 

 
 ترمٌز

نرمز لمرجح الجملة   
1

,i i i n
A k

 
بالرمز  

1

i

i i n

A
G bary

k
 

 
  

 

. 

 
 مبرهنة

 المعدوم.( لا ٌتغٌرّ المرجح إذا ضربنا كل معاملاته فً نفس العدد غٌر 1

( إذا كان 2
1

1
n

i

i

k


 :ّفإن 

1 1

1

1 n n

i i i in
i i

i

i

AG k AA G A k AA

k  



    


  

                          
1

n

i i

i

G k A


  

( فً فضاء شعاعً، المرجح هو حالة خاصّة من المزج الخطً لمّا 3
1

1
n

i

i

k


. 

 
 إثبات

 للمارئ.سهل ومٌسور نتركه تمرٌناً 
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 أمثلة

ikإذا كان  -1 k  أٌاً كانi  من 1,..., n رجح ٌسمّى مركزًا للمسافات فإنّ الم

ولدٌنا  ةاوٌسالمت
1

1n

i

i

G A
n

 :ّلأن 

1 1

1 1

n n
i

i in n
i i

i

i i

k k
G A A

k k 

 

  
 

  

                               
1

1n

i

i

A
n

 

ها هاتٌن مرجح نمطتٌن بمعاملٌن متساوٌٌن هو منتصف المطعة التً طرفا -2
)مجموع  المرجح هو مركز ثنابٌتٌن وفً  K  النمطتٌن إذا كان الحمل

 (.2مركباتهما لسمة 
 

 مبرهنة
 تحافظ على المرجح.التطبٌمات التآلفٌة 

 
 إثبات
f:لٌكن  E F 1تطبٌماً تآلفٌاً وA،...، nA1نماطًا منه وk،...، nk  سلمٌاتٍ من

تذعن للمٌد  Kالحمل 
1

0
n

i

i

k


. 

مرجح للجملة  Gولنفترض أنّ   
1

,i i i n
A k

 
أي أنّ  

1

0
n

i i

i

k GA


 :ّونبٌنّ أن 

   
1

0
n

i i

i

k f G f A


  

 وهو كذلن إذ أنّ:   

     
1 1

n n

i i i i

i i

k f G f A k f GA
 

   

                         
1

0 0
n

i i

i

f k GA f


 
   

 
 
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 ملحوظة

إذا كان 
1

1
n

i

i

k


 :ّفإن 

 
1 1

n n

i i i i

i i

G k A f G f A k AA
 

 
    

 
   

                      
1

n

i i

i

f G f A k f AA


   

                  
1

n

i i

i

f G f A k f A f A


    

                               
1

n

i i

i

f G k f A


  

  

 مبرهنة
 إزاء المرجح. غلمةٌ الفضاءات التآلفٌة الجزبٌة مُ 

 
 إثبات

 Eفضاءً تآلفٌاً جزبٌاً من  Fو  Eفضاءً تآلفٌاً موجّهًا بفضاءٍ شعاعً  Eلٌكن 

بحٌث  Fنمطة ما من  A. لتكن Eمن  Fموجّهًا بفضاءٍ شعاعً جزبً 

F A F  ولتكن .
1A،...،nA  نمط منF و

1k،...،
nk  سلمٌات منK  بحٌث

1

0
n

i

i

k


 ّبما أن .
iA  تنتمً إلىF  من أجل كلi  من 1, ,n :ّفإن 

 1, , , /i i ii n u F A A u       

 ومنه:           

11

1

1 n
i

i in
ii i n

i

i

A
G bary G A k AA

k
k  



 
    

 



  

                   

 
1

1

1 n

i in
i

i

i

G k A

k 



  

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1

1

1 n

i in
i

i

i

G A k u

k

G A F F





  

   


   

 ومنه كل فضاء تآلفً جزبً مستمر بالنسبة للمرجح.
 

 مبرهنة
 لتكن

1A،...،nA  ًنمط من فضاء تآلفE و
1k،...،nk  معاملات منK  بحٌث

1

0
n

i

i

k


 من أجل .j  من 1, , n  بحٌث
1

0
n

i

i

k


 :نضع 

1

i

j

i i n

A
G bary

k
 

 
  

 

و  
1

i

i i n

A
G bary

k
 

 
  

 

  

 لدٌنا عندبذ:

1

1

1

j j n

j

i j n

i

G A A

G bary
k k k







 
 

  
  


  

 
 إثبات

 مرجح للجملة فإنّ: Gبما أنّ 

1

1

1 1

1

1

1

n

i in
i

i

i

j n

i i i in
i i j

i

i

G k A

k

k A k A

k





  





 
  

 




 


  

  
 
 

 
1

1

1 n

i in
i

i

i

G k A u

k 



  

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11

1 1

1 1 11

1 1

nj

ii j n
i ji

i i i in j n n
i i j

i i ii
i i i ji

kk

k A k A

k k kk

 

  

   

  
  
   
  
  

   


 

  
 

                            1

1

1 1

1

j

i n
i

j i in n
i j

i i

i i

k

G k A

k k



 

 

 



 

  

1

1

1

.

j j n

j

i j n

i

G A A

bary
k k k







 
 

  
  


  

 
 أمثلة

ولٌكن عدد حمٌمً غٌر معدوم.  kو  2نمطتٌن من الفضاء التآلفً  Bو  Aكن لت
  و  0بحٌث   *عددٌن من  . 

مرجح الجملة  -1    , , ,A k B k  هو منتصف المطعة المستمٌمة A B :ّلأن 

0 0kGA kGB GA GB     

مرجح الجملة  -2    , , ,A B   هو نمطة من المستمٌم AB :ّلأن 

 0GA GB GA BA        

                      AG AB


 


  

  0إذا كان 1


 
 

تمع على  Gفإنّ النمطة   A B. 

  1إذا كان





تنتمً إلى نصف مستمٌم من  Gفإنّ النمطة   AB   

 .Aولا ٌحوي  Bالمحدود بـ 

  0إذا كان



 

تنتمً إلى نصف مستمٌم من  Gفإنّ النمطة   AB 

 .Bولا ٌحوي  Aالمحدود بـ 
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 ملحوظات

مرجحًا لجملة  G. إذا كانت 1  
1

,i i i n
A k

 
فإنهّ ٌمكننا دومًا الرجوع إلى حالة  

G  مرجح لجملة  
1

,i i i n
A k

 
  مع

1

1
n

i

i

k


   وذلن بوضع

1

i
i n

i

i

k
k

k


 


لأجل كل  

i  من 1, , n. 

ومن ثمّ تكون الحسابات سهلة و نستفٌد من النتابج المتعلمة بالمرجح فً حالة 

1

1
n

i

i

k


. 

0بحٌث  Kمن  عنصرٌن و   . لٌكن 2   :عندبذ ٌكون . 

  3, , ,
0

A B A B C
A B C E bary bary

   
     

      
  

3- 
*, ,

A
A E k K A bary

k

 
      

 
  

 
 التحدب

، ذلن لأنّ مفهوم التحدب فضاء شعاعً على الحمل  Eفً كل ما ٌؤتً 

 .Eفضاءً تآلفٌاً موجّهًا بـ  Eٌتطلب حملاً مرتباً. ولٌكن 
 

 تعرٌف
، مجموعة Bو  Aنسمًّ لطعة مستمٌمة طرفاها  Eنمطتٌن من  Bو  Aلتكن 

المرفمتٌن بمعاملات موجبة ونرمز إلٌها بالرمز  Bو  Aمراجح النمطتٌن  A B 

 أي:

   / 1, , 0A B A B         

 والأمر سٌانأو، 

    1 / 0 1A B tA t B t     

 
 تعرٌف

 إذا تحمكّ الشرط: إنهّ محدبٌّ  Eمن فضاءٍ تآلفً  G ءنمول عن جز

   2, ,A B G A B G    
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 أمثلة

ب لأنهّ مستمرٌ إزاء كل فضاء تآلفً جزبً من فضاء تآلفً هو جزء محدّ  -1
 المرجح.

 محدبّة. أجزاءٌ هً  مجالات  -2

المجموعة  -3 / 1F z z    محدبّة لأنهّ من أجل كل عددٌنz  وw  منF 

من  وكل  z w :ّفإن 

 1 , 0 1tz t w t       

 ومنه:                

   1 1 1t z t w t t         

منه و Fٌنتمً إلى  وعلٌه  z w  ًمحتوى فF.ومن ثمّ المطلوب . 

 
 ملحوظة

تؤمّل لكن العكس خاطا  بمحدّ  جزءكل فضاء تآلفً جزبً من فضاء تآلفً هو 
 محدودٍ  مجالٍ  )كؤيّ  المختلفة عن الفضاء  المجالات الغٌر التافهة من 

 مثلاً(.
 

 قضٌة
 ( التطبٌمات التآلفٌة تحافظ على المطع المستمٌمة،1
 ب،تآلفً هو جزء محدّ  بة من فضاءٍ محدّ  أجزاءٍ ( تماطع 2
 ( اتحاد أجزاءٍ محدبّةٍ من فضاءٍ تآلفً لٌس بالضرورة جزءًا محدباً،3
  تطبٌك تآلفً ٌكون جزءًا محدباً،( صورة أيُّ جزءٍ محدبٍّ وفك 4
 ( الصورة العكسٌة لجزء محدبّ وفك تطبٌك تآلفً هو جزء محدبّ.5

 
 إثبات

 لنذكّر بؤنّ:

G  ّجزء محدب   2, ,A B G A B G    

حٌث     1 / 0 1A B tA t B t    . 

 
1) 

        2, , 1 / 0 1A B E f A B f tA t B t       
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      1 / 0 t 1tf A t f B      

                          f A f B      

         
2) 

لتكن     
1i i n

G
 

لنضع  Eعابلة من أجزاء محدبة من فضاء تآلفً  
1

n

i

i

G G


 

 ولنثبت أنّ:

   2, ,A B G A B G    

 وهو كذلن لأنّ:     

     2, , , 1, ,iA B G A B G i n      

ومنه            
1

n

i

i

A B G G


 . 

3) 
 لٌس مجالاً بالضرورة. لاحظ أنّ اتحاد المجالات فً    
4) 

 . لدٌنا:Eجزءًا محدبّاً من  Gلٌكن    

          2, ,A B G f A f B f A B f G       

لأنّ  A B  ًمحتوى فG. 

 
5 ) 

          2 1 1 1 1, ,A B G f A f B f A B f G          

لأنّ  A B  ًمحتوى فG. 

 
 بعض التطبٌقات التآلفٌة: الاسقاط، التناظر، التآلف.

على الحمل  Eفضاء تآلفً موجّه بفضاءٍ شعاعً  Eفً كل ما سٌؤتً  
K    ،F  وG  فضاءٌن تآلفٌٌن جزبٌٌن منE  موجّهٌن بفضاءٌن

 على التوالً. Eمن  Gو  Fشعاعٌٌن جزبٌٌن 
 

 تذكٌر
Eإذا كان  F G  :ّفإن 
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, ! , ! /u E x F y G u x y        

 
 تآلفًالاسقاط على فضاء 

 تعرٌف
 ( نسمًّ التطبٌك:1

 

:
F

F

E E

u x y u x

 

   
  

 .Gبموزاة  Fبـ الاسماط الخطً على 
 ( نسمًّ التطبٌك:2

 

:
G

G

E E

u x y u y

 

   
  

 .Fبموزاة  Gبـ الاسماط الخطً على 
 

 تعرٌف
Eإذا كان  F G   فإننا نسمًّ اسماطًا علىF  بموزاةG :كل تطبٌك 

 
,

/
.

M F

MM G






  
 

:P E E

M P M M




  

 وهو وحٌد )تؤكد من ذلن(.
 

 مبرهنة
 هو تطبٌك تآلفً. Gبموزاة فضاءٍ تآلفً  Fالاسماط على فضاءٍ تآلفً 

 
 إثبات
 .Eنمطتٌن من  Bو  Aلتكن 

نضع   P A A  و P B B فتكون .A  وB  نمطتٌن منF  وBB،AA 

 . ومن ثمّ لدٌنا:Gشعاعان من 

AB AA A B B B       

       A B AA B B         

Aو  Eشعاع من  ABبما أنّ  B   ٌنتمً إلىF  وAA B B   ٌنتمً إلىG 

فإنّ  F
AB A B   :وعلٌه 
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     P A P B A B AB     

تطبٌك تآلفً جزإه  Gبموزاة  Fعلى  Pتطبٌك خطً فإنّ الاسماط  وبما أنّ 
وضعنا )حٌث . الخطً هو الاسماط الخطً 

F
    وسنحتفظ بهذا الترمٌز

 مالم نشر بخلاف ذلن صراحة(.
 

 قضٌة
التطبٌمان التآلفٌان اللذان ٌتطابمان فً نمطة ما ولهما نفس الجزء الخطً 

 متطابمان.
 

 إثبات
 Aولنفترض وجود نمطة ما  Fومصبهما  Eتطبٌمان تآلفٌان منطلمهما  gو  fلٌكن 

ٌتحمكّ من أجلها  Eمن    f A g A  ولنفترض كذلن أنf g:لدٌنا . 

 :Eمن  Mمن أجل كل نمطة 

   f M f A AM   

                           

   

   

 
 

f A f AM

g A g AM

g A AM

g M

 

 

 



  

 وهً المساواة المطلوبة.
 

 مبرهنة
 Fاسماطًا على فضاءٍ تآلفً  f. ٌكون التطبٌك Eنحو  Eتطبٌماً تآلفٌاً من  fلٌكن 

fإذا، وفمط إذا، كان  Gبموازاة فضاء تآلفً  f f. 

 
 إثبات

 لزوم الشرط:
 .Eنمطة ما من  Mلتكن 

فإنّ  Fاسماط على  fبما أنّ  f M  تنتمً إلىF  ّونعلم أنF  هً مجموعة نماط

f الصامدة. إذن     f f M f M مهما تكنM  منE وعلٌه ،f f f. 
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 كفاٌة الشرط:

ًٌ فإنّ: fبما أنّ   تآلفً وتركٌب تآلفٌٌن تآلف

f f f f f f    

f  هو اسماط خطً علىImF f  بموزاةkerG f. 

f :ٌّمبل على الألل نمطة صامدة لأن 

    ,M E f f M f M    

Fنضع  fإحدى هذه النمط الصامدة وفك  Aلتكن  A F   وG A G   

Im. وعلٌه Gبموزاة  Fاسماطًا تآلفٌاً على  gولٌكن  Img f  وker kerg f  

fأي  g ّوبما أن .A  تنتمً إلىF  ّفإن g A A :وعلٌه 

   g A f A A

g f

  




  

 اسماط هو الأخر. fاسماط بالإنشاء فإنّ  gوبما أنّ  f=gإذن 
 

 بالنسبة لفضاء تآلفً التناظر
 تعرٌف

G (Eبموزاة فضاءٍ تآلفً  Fالاسماط على فضاءٍ تآلفً  Pلٌكن  F G  .)
وٌرفك  Eنحو  Eمعرّفٍ من  Sكل تطبٌك  Gبموزاة  Fنسمًّ تناظرًا بالنسبة لـ 

Mالنمطة  Mبكل نمطة    حٌثM  وM  :تحممّان احدى المضاٌا المتكافبة التالٌة 

1)      M S M P M MP M     

2)  2MM MP M   

3)    P M M P M M    

4) 
1 1

,
2 2

MM G M M F     

5)  2M P M M   )ًوهً الأكثر استعمالا( 

 
 مثال

ر بالنسبة للفضاء التآلفً البسٌط . ٌسمّى التناظEنمطة من  لتكن    بموزاة

E  بالتناظر المركزي بالنسبة إلى. 
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 ملحوظة
التناظر  Sاسماطًا على فضاءٍ تآلفً بموزاة فضاءٍ تآلفً ما وكان  Pإذا كان 

 المرافك له فإنّ:
2 ES P Id   

 
 نظرٌة

 هو تطبٌك تآلفً. Gبموزاة فضاءٍ تآلفً  Fالتناظر بالنسبة لفضاءٍ تآلفً 
 

 إثبات
 . لدٌنا:Eنمطتٌن من  Bو  Aلتكن 

         

           

2

2 2 2

S A S B S A S B P B B

P A A S A S B P A P A P B A BA

   

     
  

 ومن ثمّ:        

       2S A S B P A P B BA   

                         

   

 

  

2

2

2
E

P A P B AB

AB AB

Id AB

 

  

  
 

 

و  بما أنّ التطبٌك 
E

Id  خطٌان فإنّ التناظرS  تطبٌك تآلفً جزإه الخطً هو

2
E

Id . 

 
 مبرهنة

تناظرًا بالنسبة لفضاءٍ تآلفً  f، ٌكون التطبٌك Eنحو  Eتطبٌماً تآلفٌاً من  fلٌكن 
بموزاة فضاءٍ تآلفً إذا، وفمط إذا، كان 

Ef f Id. 

 
 إثبات
(  

تناظر ونبرهن أنّ  fنفترض أنّ      
Ef f Id لتكن من أجل ذلن نمطة .M 

 لدٌنا: Eمن 

     2f f M f P M M   
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      2 Ef f M f P Id M   

  

    

2

2 2 2

f P M M

P P M M P M M

 

   
 

 
ٌحافظ على المرجح( Pلأنّ الاسماط )    4 4P P M P M M    

Pلأنّ )                 P P)    M 

                                             EId M    

ومنه  
Ef f Id. 

)  

لنفترض الآن أنّ     
Ef f Id  ّونبٌنّ أنf .تناظر 

بما أنّ     
E

f f f f Id   

ImFتناظر خطً بالنسبة لـ  fفإنّ     بموزاةkerG   حٌث ،  الاسماط

 .Fالخطً الموافك لـ 

ولنبٌنّ أنّ النمطة  Eنمطة ما من  Mلتكن 
 

2

M f M
 ، لدٌنا:fصامدة وفك  

 
   21 1

2 2 2

M f M
f f M f M
 

  
 

  

 

 

1 1

2 2

2

f M M

f M M

 




    

Fإحدى هذه النمط نضع  Aٌمبل نمطة صامدة على الألل ولتكن  f إذن A F   و

G A G . 
Fبما أنّ  G E   فإنهّ ٌوجد تناظرg  بالنسبة لـF  بموزاةG. 

Imإذاً  تناظر خطً gلكن  Im gF     وker ker gG     وعلٌه

g .  ّومن ثمg f. 

فإنّ  Fنمطة من  Aوبما أنّ  g A A  ًوبالتالf g  ّلأنf g  و

   g A f A  ومنهf  تناظر لكونg .كذلن بالإنشاء 
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   التآلف

 تعرٌف
G (Eبموزاة فضاءٍ تآلفً  Fاسماطًا على فضاءٍ تآلفً  Pلٌكن  F G .) 

معرّف  fكلّ تطبٌك  *من  والنسبة  G، والاتجاه Fنسمًّ تآلفاً ذو الماعدة 
 ٌحمكّ الشرط: Eعلى 

     ,M E P M f M P M M    

 
 نظرٌة
 ، هو تطبٌك تآلفً وجزإه*من  والنسبة  Gوالاتجاه  F، ذو الماعدة  fالتآلف 

الخطً هو التطبٌك  1
E

Id  نذكّر بؤنّ  حٌث   ًـ لهو الجزء الخط

 .Gبموزاة  Fعلى  لاسماطا
 

 إثبات
 لدٌنا من تعرٌف التآلف:

     ,M E f M P M P M M     

 ، لدٌنا:Eنمطة مثبتة من  Aلتكن 

     f M P M P M A AM   

                
   

   1

A AP M AP M AM

M P M

   

   
  

 ، لدٌنا:Eنمطتٌن من  Nو  Mلتكن من جهة أخرى 

           1 1f M f N M P M N P N         

 
         

        1

M N P M P N P N P M

M N P M P N

      

     
 

 ومنه:

         1f N f M NM P N P M     

                         1
E

Id NM      

 

وبما أنّ  1
E

Id     تطبٌك خطً فإنّ التآلفf  ًتطبٌك تآلفً جزإه الخط

 1
E

f Id    . 
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 أمثلة

 هو التطبٌك المطابك، 1التآلف الذي نسبته  (1
 هو تناظر. 1( التآلف الذي نسبته 2
 

 البنٌة التآلفٌةساب فً قواعد الح

1 )  2, , 0A B E AB A B AA       

2 )  3, , ,A B C E AB BC AC    )علالة شال( 

3 )  2, ,A B E AB BA     

4 )  4, , , ,A B C D E AB CD AC BD      

5 ), /M E A E u E M A u       

6 )  2, /u E A B E u AB    

7 ) 
2

, , ,u v E A E u A v A u v         

8 )       
2

, , ,u v E A E u v A u v A v u A            

9 ), , 0u E A E u A A u         

11 ) , ,u E A E A u A u      

 ٌكون: ( A( عند التشعٌع )تثبٌت نمطة 11
                                 

   2 2, , , , 1)M N E K M N A AM AN           

                       2) M A AM        

            3) M N A AM AN      

           4) M N A AM AN     

             A NM      
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 2  مجراب.دروس الأستاذة 
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