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`` 

صنف المعادلات التفاضلٌة الأتٌة من حٌث كونها اعتٌادٌة أو ( 1
 ودرجة كل منها .جزبٌة وعٌن رتبة 

                  
                       

     بارامتر   حٌث                     

    
   

    
  

 
 
 

    
 

 
 
 

    
   

                       

                  

     
   

    
  

   

    
   

    
 
 
 

    
    

 
 

    
    بارامتر   حٌث     

     √  
   

    
     

      (
   

   
)
 

  (
  

  
)
 

      

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

1)              
  الثانٌةمعادلة تفاضلٌة اعتٌادٌة من الرتبة الثانٌة ومن الدرجة 

************************************************* 
2)                   

 معادلة تفاضلٌة اعتٌادٌة من الرتبة الثانٌة ومن الدرجة الأولى
************************************************* 

    بارامتر   حٌث                  (3
 معادلة تفاضلٌة اعتٌادٌة من الرتبة الثالثة ومن الدرجة الأولى 
************************************************* 

4) 
   

    
  

 
 
 

    
 

 
 
 

    
   

 معادلة تفاضلٌة جزبٌة من الرتبة الثانٌة ومن الدرجة الأولى
************************************************* 

5)                    
  

  
 

   

    
    

 الدرجة الأولى معادلة تفاضلٌة اعتٌادٌة من الرتبة الأولى ومن

6)               
 معادلة تفاضلٌة اعتٌادٌة من الرتبة الثانٌة ومن الدرجة الثانٌة

************************************************** 

7)  
   

    
  

   

    
   

 معادلة تفاضلٌة اعتٌادٌة من الرتبة الثالثة ومن الدرجة الأولى
************************************************* 

8) 
 
 
 

    
    

 
 

    
    بارامتر   حٌث     

 معادلة تفاضلٌة جزبٌة من الرتبة الثانٌة ومن الدرجة الأولى 
************************************************* 

9) √  
   

    
     

 نبسط هذه المعادلة التفاضلٌة لتصبح بالصورة 

   
   

   
       

 وهذه المعادلة التفاضلٌة اعتٌادٌة من الرتبة الثانٌة ومن
 الدرجة الثانٌة

************************************************* 

11)  (
   

   
)
 

  (
  

  
)
 

      

 معادلة تفاضلٌة اعتٌادٌة من الرتبة الثانٌة ومن الدرجة الثانٌة

أوجد المعادلة التفاضلٌة التً حلها العام معطى فً كل  (2
 -: ٌأتًمما 

      
 

 
    ثابت اختٌاري            

ثابت اختٌاري                         

    ثابت اختٌاري                     

    ثابت اختٌاري                
          

            
         

        ثابت اختٌاري 
                    

          ثابت اختٌاري  

             
        ثابت اختٌاري   

                   

       ثابت اختٌاري  
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ى-: الحـــــــــــــــــــــل  
            

 

 
   ثابت اختٌاري            

ثابت اختٌاري وحٌد فً الحل العام للمعادلة التفاضلٌة   لوجود 

المطلوبة فإن المعادلة التفاضلٌة المطلوبة تكون اعتٌادٌة من 

  -الرتبة الأولى ولإٌجادها نتبع الأتً :

المنظومة  {
       

 

 
         

   
 

 
                           

 

  {    
  

 

 
         

                               
 

                 
   

      
                 

 .تفاضلٌة من الدرجة الثالثة من الرتبة الاولى  ةوهً معادل

***************************************************** 

ثابت اختٌاري                         

ثابتان اختٌارٌان فً الحل العام للمعادلة التفاضلٌة     لوجود 

المطلوبة فإن المعادلة التفاضلٌة المطلوبة تكون اعتٌادٌة من 

  -الرتبة الثانٌة ولإٌجادها نتبع الأتً :

 

}المنظومة   

                                 

                                  

                                    

 

 نحصل على    من       بطرح المعادلة

                 

–)فً العدد      بضرب المعادلة  وجمع المعادلة الناتجة مع  (  

 نحصل على      المعادلة

                                  

 -نحصل على :    فً المعادلة       و    بالتعوٌض عن 

                     

                       

              

              

 معادلة تفاضلٌة من الرتبة الثانٌة والدرجة الأولى

                               

      ثابت اختٌاري                    

ثابت اختٌاري وحٌد فً الحل العام للمعادلة   لوجود 

التفاضلٌة المطلوبة فإن المعادلة التفاضلٌة المطلوبة تكون 

  -اعتٌادٌة من الرتبة الأولى ولإٌجادها نتبع الأتً :

 {
                                               

                         
 

 -: وعلٌه فان المعادلة التفاضلٌة المطلوبة هً

   
         

          
        

*************************************************** 

     ثابت اختٌاري                 

ثابت اختٌاري وحٌد فً الحل العام للمعادلة   لوجود 

التفاضلٌة المطلوبة فإن المعادلة التفاضلٌة المطلوبة تكون 

 -اعتٌادٌة من الرتبة الأولى ولإٌجادها نتبع الأتً :

 {
                             

                  
     المنظومة

 {
        

  
        

  

 

   بقٌمة نعوض
        

  
 -:نحصل على    فً المعادلة   

        
        

  
    

                       

                     

 
  

  
            

                 

                   

    
  

      
  

 معادلة تفاضلٌة من الرتبة الاولى والدرجة الأولى

*************************************************** 

           
            

         

        ثابت اختٌاري 
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{
 
 

 
 

          
            

            
 

                                  
         

                             
                        

              
        

            
            

 

             
            

            

          

ثابتان اختٌارٌان فً الحل العام للمعادلة التفاضلٌة       لوجود 

المطلوبة فإن المعادلة التفاضلٌة المطلوبة تكون اعتٌادٌة من 

  -الرتبة الثانٌة ولإٌجادها نتبع الأتً :

 

{
 
 
 

 
 
 

      
            

        
 

          
            

       

                
            

       

        
            

         
                 

            
         

                   
            

        
                   

           
        

  

وجمع المعادلة الناتجة مع      فً العدد    بضرب المعادلة 

 -نحصل على :     المعادلة

وجمع المعادلة الناتجة مع     فً العدد        بضرب المعادلة

 -نحصل على :     المعادلة

              

              

الرتبة الثانٌة والدرجة الأولىمعادلة تفاضلٌة من   

***************************************** 

          ثابت اختٌاري                    
ثابتان اختٌارٌان فً الحل العام للمعادلة التفاضلٌة       لوجود 

المطلوبة فإن المعادلة التفاضلٌة المطلوبة تكون اعتٌادٌة من 

  -الرتبة الثانٌة ولإٌجادها نتبع الأتً :

   {

                           

                          

                         

 

( فً 1نضرب طرفً المعادلة )       

 -نحصل على :     ونجمع المعادلة الناتجة مع

          
   

   
         

               
        ثابت اختٌاري   

ثابتان اختٌارٌان فً الحل العام للمعادلة       لوجود 

التفاضلٌة المطلوبة فإن المعادلة التفاضلٌة المطلوبة تكون 

  -اعتٌادٌة من الرتبة الثانٌة ولإٌجادها نتبع الأتً :

 {

             
      

         
      

                  
      

 

–فً      نضرب طرفً المعادلة ونجمع المعادلة الناتجة   

 نحصل على :    مع المعادلة 

           
       

 -نحصل على :     ومن ذلك والمعادلة

                 

                

                  

 معادلة تفاضلٌة من الرتبة الثانٌة والدرجة الأولى

************************************************** 

                   

      ثابت اختٌاري    

ثابتان اختٌارٌان فً الحل العام للمعادلة     لوجود 

التفاضلٌة المطلوبة فإن المعادلة التفاضلٌة المطلوبة تكون 

 -اعتٌادٌة من الرتبة الثانٌة ولإٌجادها نتبع الأتً :

 {

                                         

                                  

                                   

 

 

 -نحصل على:    و       بجمع  

                

                    

 نجد     فً المعادلة      و    المعادلتٌن نعوض عن

                             

                          

                           

 معادلة تفاضلٌة من الرتبة الثانٌة والدرجة الأولى
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    الدالة  أناثبت  (3
 

 
تعتبر حلًا          

وبٌن لماذا لا              للمعادلة التفاضلٌة  
 تعتبر حلًا عاماً للمعادلة التفاضلٌة ؟

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

    لكً ٌكون الحل 
 

 
حلًا للمعادلة         

ٌجب ان ٌحقق              التفاضلٌة 

       المعادلة التفاضلٌة عند التعوٌض عن 

 {

    
 

 
       

           

          

 

 -فً المعادلة التفاضلٌة:        نعوض عن 
 [      ]   [          ] 

                 

    وعلٌة فإن الدالة 
 

 
تعتبر حلًا للمعادلة         

              التفاضلٌة 

 ولا ٌعتبر هذا الحل  حلًا عاما للمعادلة التفاضلٌة

لك لأنه ٌحتوي على ثابت اختٌاري ذو               

 بٌنما المعادلة التفاضلٌة من الرتبة الثانٌة .  وحٌد 

 من الرتبة الأولى لمعادلة نها ) الدالة ( تعتبر حلًا عاماً ا أي

***************************************************** 

      الذي ٌجعل الدالة   جد قٌمة الثابت الحقٌقً  (4
 حلا المعادلة التفاضلٌة

                 

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

         

             

           

 فً المعادلة التفاضلٌة        بالتعوٌض عن 

 -نحصل على :                  

                                

                     

             

           

( أوجد المعادلة التفاضلٌة التً تمثل الخطوط المستقٌمة 5

    فً المستوى        المارة بالنقطة 

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 نعلم ان معادلة الخطوط

 المستقٌمة المارة بالنقطة  

         هً 

  او         

 وهذه الدالتان تعتبران حلول

 للمعادلة التفاضلٌة المطلوبة 

 المستقٌمة تمر بالنقطة  بما ان الخطوط  -اولًا :

 العام نعوض فً الحل          

 فنجد          عن كل        

               

 -التالٌة : ةوعلٌة تصبح معادلة المستقٌمات بالصور

بارامترات وعلٌة فان     حٌث ان            

لك ذالمعادلة التفاضلٌة المطلوبة تكون من الرتبة الأولى و

ولإٌجاد   لوجود ثابت اختٌاري وحٌد فً الحل العام هو 

 -المعادلة التفاضلٌة نتبع الأتً :

 {
         

                           
 

                            

       
  

  
       

                   

 المعادلة التفاضلٌة بالصورة  أنبما  -ثانٌاً:

 
  

  
 

   

   
      

  

  
      

          حٌث 

نحصل على     عندما 
  

  
   

     وتحقق المعادلة  

 -وعلٌة فان المعادلة التفاضلٌة المطلوبة هً :

                   

 معادلة تفاضلٌة من الرتبة الأولى ومن الدرجة الأولى  

فً        وهً معادلة الخطوط المستقٌمة المارة بالنقطة 

       المستوى 

𝒙  

  𝒉  𝒌      𝒚  𝒂𝒙 𝒃   

𝒚  
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( أوجد المعادلة التفاضلٌة التً تمثل الخطوط المستقٌمة 6

بحٌث أن نقطة الأصل تبعد   الغٌر موازٌة لمحور الصادات 

   ثابت  رعن هذه الخطوط بمقدا

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 

 نعلم ان معادلة المستقٌمات التً

 غٌر موازٌة لمحور الصادات

 تعطى بالعلاقة

             

 وبما ان البعد بٌن هذه الخطوط

 هو مقدار الأصلالمستقٌمة ونقطة 

 فان  ثابت 

  
|         |

√    
 

| |

√    
  

 | |    √                 

 لأبد ان تكون موجبة     √   قٌمة مطلقة فإن | |وبما ان 

     √      

 -:    فً المعادلة       √    نعوض بـــ 

       √     

ثابت اختٌاري وحٌد فان المعادلة    بارمتر ,   حٌث ان 

 -نتبع الأتً : ولإٌجادهاالتفاضلٌة المطلوبة من الرتبة الأولى 

  {
       √    

                               
        

         √      

           √      

                        

معادلة تفاضلٌة من الرتبة الأولى ومن الدرجة الثانٌة وهً  

  معادلة تمثل الخطوط المستقٌمة الغٌر موازٌة لمحور الصادات 

  ثابت  ربحٌث أن نقطة الأصل تبعد عن هذه الخطوط بمقدا

          

( أوجد المعادلة التفاضلٌة التً تمثل الدوابر التً مركزها 7

    نقطة الأصل فً المستوى 

 -: الحـــــــــــــــــــــل  

 نعلم أن معادلة الدابرة

 التً مركزها نقطة الأصل 

 -هً :  ونصف قطره 

           

 حٌث هذه المعادلة تمثل الحل

 العام للمعادلة التفاضلٌة

 المطلوبة والتً هً من الرتبة 

 الأولى لإحتوائ الحل العام على 

  ثابت اختٌاري وحٌد هو  

 -ولإٌجاده نتبع الأتً :

 {
        

          
   

  

  
      

              

وهذه المعادلة التفاضلٌة من الرتبة الأولى ومن الدرجة الأولى 

    وهً تمثل الدوابر التً مركزها نقطة الأصل فً المستوى

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

( أوجد المعادلة التفاضلٌة التً تمثل الدوابر التً مركزها 8

وتمر بنقطة الأصل فً       ٌقع على الخط المستقٌم 

    المستوى 

 -: الحـــــــــــــــــــــل  

 رة ــــركز الدابــــــــــــنفرض ان م

  رها ــــــــــــونصف قط      

 رةـــــــــــــــادلة الدابـــــــــفان مع

 ورة ـــــــــــــــبالص ونــــــــــــــتك 

                  

 وبما ان المركز ٌقع على الخط 

 فإن المركز     المستقٌم 

       طة ــــسوف ٌصبح النق 

 

 

𝑥 

𝒚  𝒌𝒙 𝒄  

  ω  

𝑦 𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝒓𝟐   

𝒓  

 𝑎  𝑎   

 𝒙  𝒂 𝟐   𝒚  𝒂 𝟐  𝒓𝟐 

  

𝒚   𝒙  
𝑦  

𝑥 

𝑥  
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 -بالصورة : وعلٌة فان معادلة الدابرة تصبح 

                   

تحقق  الأصلفان نقطة  الأصلوبما ان الدابرة تمر بنقطة 

 -ان : أيمعادلتها 

                         
وعلٌة فإن معادلة الدابرة  )الحل العام للمعادلة التفاضلٌة ( 

 -تصبح بالصورة :

                   

ثابت اختٌاري وحٌد وعلٌة فان المعادلة التفاضلٌة   حٌث 

 -المطلوبة تكون من الرتبة الأولى ٌتم اٌجادها بالتالً :

 {
                 

                  
 

   {
                     

                    
 

 -:نجد ان    من المعادلة  

               

       
      

    
     

 -نجد أن :    من المعادلة 

                         

                   

   
        

       
       

     

     
      

 -نحصل على :      و   بالمقارنة بٌن المعادلتٌن 

 
      

    
 

     

     
 

                               

                             

                                

                                 

هذه المعادلة معادلة تفاضلٌة من الرتبة الأولى من الدرجة 

 الأولى

التً تمثل الدوابر ذات نصف قطر ( أوجد المعادلة التفاضلٌة 9

  ٌساوي العدد 

  -: الحــــــــــل  

 رةـــــــــنفرض ان مركز الداب

 اويــــــالتً نصف قطرها ٌس

      طة ــــهً النق  العدد 

 رة ـــــوعلٌة فإن معادلة الداب

ورة ـــــــــــح بالصــــــــــتصب  

 

 ثابتان اختٌارٌان    حٌث ان 

 ة ـــلك فإن المعادلة التفاضلٌلذ

 ةــــالمطلوبة ستكون من الرتب

 -ً:ــــنتبع الأت ولإٌجادهاالثانٌة 

 {

               

                  

                   

  

   {

                            

                             

                           

 

 -نجد ان :         من المعادلتٌن 

                    

              
        

 -نجد أن :    من المعادلة  

            (     
) 

          
(     )

   
 

       عن  نعوض
(     )

   
    فً المعادلة  

                      -فنحصل على :

(     )
 

    
      

     

 

    𝒙 𝒂 𝟐   𝒚  𝒃 𝟐  𝟏 

 𝒙  𝒂 𝟐   𝒚  𝒃 𝟐  𝟏 
𝑦 

𝑥 

  𝒂 𝒃  

𝑟  1  

  𝒂 𝒃  

 𝑟  1 

  𝒂 𝒃  

 𝑟  1 

 𝒂 𝒃   

𝑟  1  
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(     
)
 
(     

)      
     

 (     
)
 
       

     
 (     

)
 

 

وهذه المعادلة التفاضلٌة المطلوبة وهً من الرتبة الثانٌة من 

 الدرجة الثانٌة.

 -طرٌقة اخرى للحل :

 -:   من المعادلة 

                   

 -:    ومن المعادلة  

                    

 -بالمقارنة نجد أن :

                     

       (   
  )    

        
 

√     

 

      عن     نعوض فً المعادلة  
 

√     

 فنحصل على 

   (
 

√     

)                

      
  

    

√     

       (     
)
   

 

       (     
)
 

     

****************************************************** 

( أوجد المعادلة التفاضلٌة التً تمثل القطوع المكافبة التً 11

 )محور السٌنات(  رأسها وبؤرتها تقعان على المحور 

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 نعلم ان معادلة القطع المكافا

 الذي رأسه وبؤرتها تقعـــــان

 تعطى بالصورة  على المحور 

             

 

           
   

ثابتان اختٌارٌان ولإٌجاد المعادلة التفاضلٌة      حٌث 

مرتٌن ونحذف            المطلوبة نشتق المعادلة 

 الثوابت الاختٌارٌة 

  {

          

                              

           
                                        

 

وهذه هً المعادلة التفاضلٌة المطلوبة وهً من الرتبة الثانٌة 

 ومن الدرجة الأولى .

*************************************************** 

( أوجد المعادلة التفاضلٌة التً تمثل المنحنٌات القلبٌة 11

 -الممثلة فً الشكل التالً :

 -: الحـــــــــــــــــــــل  

 معادلة المنحنى القلبً الذي

 ٌوضحه الشكل المقابل هً

             

 ثابت اختـــــــــٌاري  حٌث 

 ولإٌجاد المعادلة التفاضــلٌة

 -المطلوبة نتبع الأتـــــــــً :

 {
            

  

  
         

  

  {
                

                   
 

 -نجد أن :    من المعادلة  

   
 

         
 

   نعوض بــــــ 
 

         
 -نحصل على:    فً المعادلة  

  
 

         
               

                             

                           

القلبٌة الممثلة وهذه المعادلة التفاضلٌة التً تمثل المنحنٌات 

 بالشكل اعلاه وهً من الدرجة الأولى والرتبة الاولى .

 
 

𝑦  

𝑥  
𝑟 2𝑎 

 

θ      

𝑦  

𝑥  

   𝒚𝟐  𝟒𝒂 𝒙 

𝒃  
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           ( للمعادلة التفاضلٌة 12
أثبت أن        

     الدالة 
   

 
ثابتان        التً فٌها          

اختٌارٌان هً الحل العام للمعادلة التفاضلٌة وأوجد حلًا ٌحقق 

                         الشروط الإبتدابٌة :

   -: الحـــــــــــــــــــــل  

لوجود ثابتٌٌن اختٌارٌٌن فً الحل العام أذن نشتق الدالة المعطاة   

 مرتٌن كالتالً .

 {

     
   

 
                                       

            
   

 
                            

            
   

 
      

       
 

 

 لمعادلة التفاضلٌة افً            نعوض عن 

             
 -فنحصل على :       

      
   

 
 (      

   
 
      

       
 
)  

            
   

 
      

   
 
             

 
    

   
          

 
    

    
         

 
  

   
    

         
 
    

      
    

 
     

      وعلٌه فإن الدالة 
   

 
هً الحل العام          

            للمعادلة التفاضلٌة   
       

  الابتدابٌةولإٌجاد الحل الذي ٌحقق الشروط 

                          

       لدٌنا 

 حصل علىفن 1          نعوض فً الحل العام عن كل 

      
   

          ولدٌنا

            نعوض فً  
   

 
 2         عن كل  

 -ى :فنحصل عل

          
            

       

 -: انا المعادلتان التالٌتلدٌنوعلٌة 

 {
     

       

         
      

 

 فنحصل على :_    نعوض فً     من 

   

    

      فً الدالة      نعوض عن 
   

 
 )الحل العام(فنجد

          
    

   

 وهو الحل الوحٌد الذي ٌحقق الشروط الابتدابٌة

                           

 

 

 

************************************************* 

  الآتٌة( لتكن المعادلة التفاضلٌة بالصٌغة 13

                     

 عٌن بإثبات الحل للمعادلة التفاضلٌة من الدوال التالٌة  ( أ
1-      

                                     
2-         

                             
3-      

                                              
 اختٌارٌة            علماً بأن الثوابت 

 بٌن نوع كل حل للمعادلة التفاضلٌة فً الفقرة )أ( ( ب
ج( حل مسألة كوشً المكونة من المعادلة التفاضلٌة المعطاة 

 والشروط الإبتدابٌة 

                               

 

 

 -: الحـــــــــــــــــــــل  

 

( ٌعتبر حلًا للمعادلة 1نتأكد هل الحل رقم )اولًا/   ( أ
التفاضلٌة المعطاة فً التمرٌن والتً هً من الرتبة الثالثة 

 لذالك فإننا نقوم بمفاضلة الحل
       

 -: ) لماذا ؟( ثلاث مرات           

 

{
 
 

 
      

           

       
            

        
            

         
             

 

لمعادلة التفاضلٌة افً                نعوض عن كل من 
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      وعلٌة فإن الحل 
ٌعتبر                   

                     حلًا للمعادلة التفاضلٌة 

     وهو حل خاص حٌث 

( ٌعتبر حلًا للمعادلة التفاضلٌة 2ثانٌاً /  نتأكد هل الحل  رقم )

لك فإننا نقوم تً هً من الرتبة الثالثة لذالمعطاة فً التمرٌن وال

بمفاضلة الحل 

     
                            

 -ثلاث مرات :  

 

{
 
 

 
      

                     

       
                        

        
                      

         
                        

    

لمعادلة التفاضلٌة فً ل               نعوض عن كل من 

                    

     
                             

   

 وعلٌة فإن الحل

      
ٌعتبر                             

 للمعادلة التفاضلٌة عاما حلا

                      

 

ٌعتبر حلًا للمعادلة التفاضلٌة     ثالثاً /   نتأكد هل الحل  رقم 

لك فإننا نقوم ن والتً هً من الرتبة الثالثة لذالمعطاة فً التمرٌ

      بمفاضلة الحل 
 -ثلاث مرات :              

   
 

  
      

 

  
        

  

  
 

 

{
 
 

 
      

     

       
     

        
    

         
  

 

لمعادلة التفاضلٌة افً               نعوض عن كل من 

 -حصل على :نف                    

     
       

          
       

     
                     

 وعلٌة فإن الحل

       
لا ٌعتبر حلًا للمعادلة               

لا  لأنه                     التفاضلٌة 

 ٌحققها .

       -1 ( ب
               

                              
وإنما لا ٌعتبر حلًا عاماً للمعادلة التفاضلٌة ولكنه ٌحققها 

على ثابتٌن اختٌارٌٌن فقط  لاحتوابهٌعتبر حلًا خاصاً وذلك 
الثابت الأخٌر  على اعتبار اننا عوضنا عن      هما 

     بصفر  
2-        

                            

على ثوابت  لاحتوابهحل عام للمعادلة التفاضلٌة 
اختٌارٌة عددها ٌساوي رتبة المعادلة التفاضلٌة وهذه 

 وهو ٌحققها .         الثوابت هً 
3-      

           
 للمعادلة التفاضلٌة لأنه لا ٌحققها . لٌس حلاً 

 
الذي     المنظومة  فً الابتدابٌةج(  نعوض بالشروط      

  (2الفقرة )أ( رقم )حصلنا علٌه سابقاً فً نفس التمرٌن 

 فنجد أن 

                                 

                                 

                                 

 -بحل نظام هذه المعادلات نحصل على :
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 فً الحل العام         نعوض بقٌم الثوابت 

       
 -فنحصل على :                     

   
 

  
    

 

  
       

  

  
       

وحٌدا   وهذا الحل هو حل لمسألة كوشً وٌعتبر حلًا خاصا

                     للمعادلة التفاضلٌة 

 الذي ٌحقق الشروط الإبتدابٌة

                                   

                    

 ثابتان اختٌارٌان     حٌث  

 فً الحل العام لذلك فإن المعادلة 

 التفاضلٌة المطلوبة من الرتبة 

 -الثانٌة ولإٌجادها نتبع الأتً : 

                  

                                       

                                         

              
                   

 -نحصل على :   فً      بضرب طرفً المعادلة   

                   
        

           نجد أن      من المعادلة  

           عن      بالتعوٌض فً المعادلة   

 -نحصل على :

                
    

         
        

 التمرٌنات

أوجد المعادلة التفاضلٌة التً تمثل -: 7( صــفحة 1تمرٌن )

الخطوط المستقٌمة التً لا تمر بنقطة الأصل ومٌلها ٌساوي 

  الجزء المقطوع من محور السٌنات 

 -: الحـــــــــــــــــــــل  

 نعلم أن الخطوط المستقٌمة

 محور السٌناتالتً تقطع 

 تعطى بالمعادلة التالٌــــــة

 والنقطــة       

 واقعة على هذا      

 المستقٌم نعوض فً المعادلـــــة

 عن        

 -فنحصل على :           

 فتصبح المعادلة بالصورة              

وهذه المعادلة تمثل الحل العام للمعادلة         

 التفاضلٌة المطلوبة .

 -ولإٌجادها نتبع الأتً :

  {
       

    
            

 

           
 

 وهً معادلة تفاضلٌة من الدرجة الثانٌة والرتبة الأولى

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

أوجد المعادلة التفاضلٌة التً تمثل  -: 8( صفحة 2تمرٌن) 

  الدوابر التً مركزها ٌقع على محور الصادات 

 -: الحـــــــــــــــــــــل  

  محور الصادات ونصف قطرها  الدابرة التً مركزها ٌقع  على

 تعطى بالصورة

 
 -حل مسألة كوشً الآتٌة : (1

          
        

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 

          اولًا / نوجد الحل العام للمعادلة التفاضلٌة 

  
  

  
                  

 ∫     ∫        

 
 

 
   

 

 
       

             

  الحل العام               √    

 فنحصل على             نعوض فً الحل العام عن 

    √             
 

 
 

 

𝑥  

 𝒚  𝒌𝒙  𝒄  

𝑥  

𝑦  

𝑦 
  𝒙𝟐   𝒚 𝒃𝒂 𝟐  𝒓𝟐 
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   نعوض بقٌمة 
 

 
فً الحل العام لنحصل على الحل الوحٌد  

 لمسالة كوشً ) لعدم وجود حلول شاذة(

  √         

 تلا توجد حلول شاذة لعدم وجود استثناءا

  

      
 

    
 

 

      
 

 

 
 

 

   
 

     ∫
 

 
   ∫

 

   
   

              

      1  نضع 

          نضع 

 

     ∫
 

 
   ∫

 

   
   

     ∫
 

 
   ∫

 

   
   

      | |    |   |    |
 

   
| 

  صفرالٌساوي  الاختٌاريعلى اعتبار أن  الثابت   

 -فنحصل على :    فً المعادلة     نعوض بـ

   |
 

   
|     |   |    

   |
 

   
|     |   | | |    حٌث      | |       

   |
 

   
|     |      | 

 
 

   
        

 
 

   
         

 
     

   
         

   
 

   
         

 
 

   
            

     
 

         
 

   
 

         
   

   
       

 [        ]
 

   
      

        
   الحل العام                   

    للمعادلة التفاضلٌة  (2

  
أوجد الحل العام         

 ؟ وأبحث عن الحلول الشاذة )إن وجدت (

 -: الحـــــــــــــــــــــل  

 

     

  
                       

∫      ∫              

 
 

 
             

   √          
 

  الحل العام      

  لأتوجد حلول شاذة )منفردة( وذلك لعدم وجود استثناءات 

 ( حل المعادلة التفاضلٌة :3

              

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 

 كالتالً :نوجد الحل العام 

    
  

  
    

  

  
  

  
  

  
 

  

  
       

                   

 
  

    
 

  

   
            بشرط                               

 ∫  
  

    
 ∫

  

   
 

 ∫  
  

    
    |   |    

       |   |         

∫   نحسب التكامل    
  

    
 بإستخدام الكسور الجزبٌة 
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  وٌمكن وضع الحل العام على الصورة 

                 
      

 *
 

 
      +

    

   
   

       
              الحل العام               

 

 
 

 للبحث عن الحلول الشاذة ندرس الاستثناءات

    اولًا/ ندرس الحالة 

    فنحصل على      عن  الحل العام   نعوض فً 

  للمعادلة التفاضلٌة المعطاة حل خاص    وعلٌة فإن الحل 

    ثانٌا / ندرس الحالة 

    فنحصل على      عن  الحل العام   نعوض فً 

   للمعادلة التفاضلٌة المعطاة حل خاص    وعلٌة فإن الحل 

           بالنقطة رب(لإٌجاد المنحنى التكاملً الما

                نعوض فً الحل العام عن كل من  

 -فنحصل على :

                 

                

 -فً الحل العام فنحصل :     نعوض عن 

                             

             

           بالنقطة  روعلٌة فإن المنحنى التكاملً الما

 -ٌعطى بــــــــــــ :

 𝜸                                    

 

لٌست شاذة لأنها تقع على منحنى            ج( النقطة 

 𝜸تكاملً وحٌد 

 

 التفاضلٌة : ة( للمعادل4

                              

 إنأوجد الحل العام وأبحث عن الحلول المنفردة ) ( أ
 وجدت(

           أوجد المنحنى التكاملً المار بالنقطة  ( ب
 شاذة ؟ ولماذا ؟          ج( هل النقطة 

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 -الحل العام : ( أ
                                 

  
   

    
   

     

     
          بشرط             

   ∫
   

    
   ∫

     

     
     

      |    |     |     |    | | 

     |     |     |       |    | | 

       |     |     |        | 

                

  الحـــــــل الـعـــام                                  

        للبحث عن الحلول الشاذة ندرس الحالة 

ٌعتبر حلًا خاصاً لأننا نحصل          الحل  أنفنلاحظ 

 فً الحل العام     علٌة عند التعوٌض عن 

                          وعلٌة فإن 

 ضلٌة دوال ثابتة تعتبر حلول خاصة للمعادلة التفا

          حل المعادلة التفاضلٌة  (5

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 
  

  
                       

 
  

    
              بشرط                    

  ∫  
  

    
 ∫     ∫  

  

    
 ∫       

    
 

 
         

∫   نوجد التكامل    
  

    
الكسور  طرٌقة باستخدام 

 -:بٌة ٌالجز

    ∫  
  

    
 ∫

 

          
   

    نضع                       
 

          
 

 

   
 

 

   
 

                  

 -بالمقارنة بٌن المعاملات بٌن الطرفٌن نجد أن :

    
 

 
                            

 

 
 

     ∫
 

 

   
   ∫ 
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   اعتبرنا ثابت التكامل ٌساوي صفراً       
 

 
   |

   

   
|     

  

 -فنحصل على :    فً المعادلة    نعوض بــ  

 
 

 
   |

   

   
|  

 

 
     

    |
   

   
|        

    |
   

   
|       | |                     | |       

  
  |

   

   
|
       | | 

  
   

   
     

 

              
 

         
      

 

  (      
)      

   

   
      

  الحــــــــل العام                      

    

   
 (

 

 
    

)

 (
 

 
    

)
 

 

 
    

 

 
      

   
      

                
 

 
 الحـــــــل العام              

 للبحث عن الحلول الشاذة ندرس الحالة

                               

    أولًا / ندرس الحالة   

 -فنحصل على :    عن  الحــــــــل العام  نعوض فً   

   
      

             
       

     

 ٌعتبر حلًا خاصاً للمعادلة التفاضلٌة    وعلٌة فإن الحل 

  المعطاة

     ثانٌاً / ندرس الحالة 

مالعا نعوض فً    -فنحصل على :     عن  الحــــــل 

    
      

             
        

  

            

 ٌعتبر حلًا خاصاً للمعادلة التفاضلٌة     وعلٌة فإن الحل 

   المعطاة

 حل المعادلة التفاضلٌة : (6

         
  

  
                  

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

                                 

 
     

     
           بشرط                   

 ∫
     

     
   ∫            

   |      |    |     |    

    |     |    |     |     | |       | |     

   |     |    |        | 

                

 الحـــــــــل العام                           

        للبحث عن الحلول الشاذة ندرس الحالة 

 -نلاحظ أن :

                      

تعتبر هذه الحلول حلول خاصة للمعادلة التفاضلٌة لأننا نحصل 

     علٌها عند التعوٌض فً الحل العام عن الثابت 

       المعطاة  وعلٌة لا توجد حلول شاذة للمعادلة التفاضلٌة

 حل مسألة كوشً : (7

 {
            

      
 

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 الحل العام للمعادلة التفاضلٌةأولًا/ نوجد 

             

        
  

  
    

              

 ∫         ∫        
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 -بإستخدام طرٌقة التجزبة:      ∫   نحسب التكامل 

                                                 

                                            

           ∫     

             

 -فنحصل على :    فً المعادلة    نعوض بــ 

                 

               

              

  الحـــــــــــل العام            |         |      

نعوض فً الحل العام عن كل         الابتدابًمن الشرط 

 -فنحصل على :             من 

     |   |           

              

 الحل الوحٌدلنحصل على     نعوض فً الحل العام عن  

 -وهو:  لعدم وجود حلول شاذةلمسألة كوشً 

       |       |    |  |     |     | 

         |   | 

 )  دالة فً  (لٌس ثابت   نلاحظ هنا أن الثابت 

 المعادلة التفاضلٌة  نحقق          وبما أن 

 -: حٌث          

          

 ٌعتبر حلًا شاذاً للمعادلة التفاضلٌة    وعلٌة فإن الحل  

 المعطاة

         

  

نعوض فً الحل العام عن      ثانٌاً / ندرس الحالة 

 -فنحصل على :     

    
 

 
                                     

 )  دالة فً  (لٌس ثابت  نلاحظ هنا أن الثابت 

المعادلة التفاضلٌة  نحقق           وبما أن 

 -: حٌث           

           

 ٌعتبر حلًا شاذاً للمعادلة التفاضلٌة     وعلٌة فإن الحل  

 المعطاة. 

 

   حل المعادلة التفاضلٌة :   (8
      

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

     ةالتفاضلٌ لإٌجاد الحل العام نبسط المعادلة
      :- 

           
  

  
  √     

     √         

 
  

√    
        بشرط                          

 ∫
  

√    
   ∫     

             

 الحــــــــــل العام                                        

 وللبحث عن الحلول الشاذة ندرس الحالة

                       

 -نعوض فً الحل العام فنحصل على:    أولًا / ندرس الحالة 
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 للمعادلة التفاضلٌة (1
                               

وما هو نوع هذا         أوجد المنحنى التكاملً المار بالنقطة 

 المنحنى .

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

نلاحظ أن المعادلة التفاضلٌة الموجودة فً التمرٌن أعلاه هً 

                    بالصورة 

 -حٌـــــــــــث :

                   

                   

                           

                   

    دالة متجانسة بقوة        وعلٌة فإن الدالة 

                   

                         

                     

    دالة متجانسة بقوة        فإن الدالة  وعلٌة

 فإن المعادلة التفاضلٌة وبالتالً

                               

 لذلك نضع     متجانسة بقوة 

     
 

 
      

           ومنه 

فً                               عن  نعوض

 -: فنحصل على  التفاضلٌة المعادلة

 [            ]   [            ]   

 [       ]    

  [                           ]   

  [            ]     

   [                ]    

    [       ]      

 
       

         
    

    

 
               بشرط  

       

             
    

    

 
     

 
       

             
    

    

 
 

 
       

           
    

    

 
       بشرط                

 ∫
       

           
    ∫

    

 
   

 ∫
       

           
    ∫

   

 
   

      | |                          

∫   نحسب التكامل 
       

           
بإستخدام الكسور     

 -بٌة :ٌالجز

        
       

           
 

 

   
 

    

    
 

                              

                          

                            

 -بالمقارنة بٌن المعاملات فً ا لطرفٌن نحصل على  :

             

           

               

 بحل نظام هذه المعادلات نحصل على  

                   

     ∫ * 
 

   
 

  

    
 +     ∫

       

     (    )
   

       |   |    |    | 

 على اعتبار ان ثابت التكامل ٌساوي صفراً 

      |
    

   
| 

 -نحصل على :    فً المعادلة    نعوض بــــ 

   |
    

   
|    | |     

   |
    

   
|      | |    | |         | |    

   |
    

   
|    |

 

 
| 
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[       ] 

      [       ]                
 

 
       

  نعوض عن 
 

 
 -فنحصل على : 

 (
 

 
  )   * (

  

  
  )+ 

 (
   

 
)   * (

     

  
)+ 

 (
   

 
)   (

     

 
) 

    التكـــــــــامل العام                 

فً التكامل          نعوض عن        من النقطة  

 -العام فنحصل على :

        
 

 
 

  نعوض فً التكامل العام عن 
 

 
 -فنحصل على : 

     
 

 
                    

               

                   

                  

وهذا المنحنى ٌمثل        ٌمر بالنقطة هذا المنحنى التكاملً 

  √ونصف قطرها ٌساوي        دابرة مركزها النقطة 

 

        للبحث عن  الحلول الشاذة ندرس الحالة 

        
 

 
     

   

 
   

 مباشرة وهو حل خاص    عندما      او نحصل علٌه من  

              

 -فنحصل على :     نعوض فً التكامل العام عن 

                   

 حل خاص للمعادلة التفاضلٌة     وعلٌة فإن الحل 

                               

 

        وعلٌة لا ٌوجد منحنى تكاملً شاذ ٌمر بالنقطة 

الذي ٌمر بالنقطة  دفإن المنحنى التكاملً الوحٌ وبالتالً

 هو        

 𝜸                             

ونصف        وهذا المنحنى ٌمثل دابرة مركزها النقطة 

  √قطرها ٌساوي 

حل المعادلة التفاضلٌة  (2
  

  
 

  

     
 

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

                 

                   

 هذه المعادلة التفاضلٌة بالصورة نلاحظ أن

                     

 -حٌـــــــــــث :

            

                  

                

                   

    دالة متجانسة بقوة        وعلٌة فإن الدالة 

                  

                      

                     

    دالة متجانسة بقوة        وعلٌة فإن الدالة 

 وبالتالً فإن المعادلة التفاضلٌة

                          

 لذلك نضع       متجانسة بقوة 

  
 

 
      

            ومنه 

فً                               نعوض عن 

 -المعادلة التفاضلٌة :
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 اعداد / ولٌد مسعد طاهر الأشعري      مراجعة : أ / أحمد السلمونـــً             ]( 1طرق حل المعادلات التفاضلٌة ) [حلول تمارٌن 

                          

                  

 
  

 
 

   

 
      بشرط                       

 ∫
  

 
 ∫

   

 
     ∫

  

 
 ∫(  

 

 
)     

   | |      | |    

   |  |      

    |( 
 

 
) |    

 

 
      | |    

 

 
 

    | |    | |  
 

 
                       | |    

      
 

   

    
 

 التكــــــــــامل العام                            

    للبحث عن الحلول الشاذة ندرس الحالة 

        
 

 
        

 -فنحصل على :    نعوض فً التكامل العام عن 

  ثابت                  

ٌعتبر حل خاص للمعادلة التفاضلٌة لأننا     وعلٌة فإن الحل 

 فً التكامل العام    نحصل علٌة عند التعوٌض عن 

 وبالتالً لا توجد حلول شاذة للمعادلة التفاضلٌة .

 

    دالة متجانسة بقوة        وعلٌة فإن الدالة 

                

                    

                     

    دالة متجانسة بقوة        وعلٌة فإن الدالة 

 المعادلة التفاضلٌةوبالتالً فإن 

                      

 لذلك نضع     متجانسة بقوة 

    
 

 
           ومنه       

فً                               نعوض عن 

 -المعادلة التفاضلٌة :

                                  

    

                            

                    

 
  

 
 

  

    
        بشرط                        

 ∫
  

 
 ∫

   

    
     

  | |    |    |       

    | |    |    | | |    حٌث       | |        

  |       |     | |    

            

      
 

 
       

   
  

  
 

 

 
 

  

  
   

 

 
 

  

  
 

   

 
 

          

 الـحـــــــل  العام                √    

 نعوض عن كل   √      الابتدابًمن الشرط  

 -فً الحل العام فنحصل على :  √         

 √   √                
 

 
 

  نعوض عن  
 

 
فً الحل العام لنحصل على حل لمسألة  

   √                         -كوشً :
 

 
  

  

 

 حل مسألة كوشً : (3

 {
                

     √ 
 

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 -أولًا / نوجد الحل العام للمعادلة التفاضلٌة :

                   

                      

 نلاحظ أن هذه المعادلة التفاضلٌة بالصورة

                     

 -حٌـــــــــــث :
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 اعداد / ولٌد مسعد طاهر الأشعري      مراجعة : أ / أحمد السلمونـــً             ]( 1طرق حل المعادلات التفاضلٌة ) [حلول تمارٌن 

        نبحث عن الحلول الشاذة وذلك بدراسة الحالة 

علٌة هذا الحل هو حل خاص للمعادلة التفاضلٌة نحصل  أنفنلاحظ 

 او         عن     عند التعوٌض فً 

                        

 حل خاص نحصل علٌة من الحل العام

 وعلٌة لا توجد حلول شاذة للمعادلة التفاضلٌة  

   √  فإن الحل  بالتالًو
 

 
ٌعتبر حل وحٌد لمسألة   

  √      الابتدابًكوشً الذي ٌحقق الشرط 

∫   نحسب التكامل 
     

              
بإستخدام    

 -الكسور الجزبٌة:

        
     

              
 

 

 
 

 

   
 

    

      
  

                 [         ]   

      [      ] 

                            

           

 -بالمقارنة بٌن المعاملات فً الطرفٌن نجد :

               

             

           

     

 -فنحصل على :    فً المعادلة     نعوض بقٌمة 

            

 -نحصل على:     من المعادلة    نطرح المعادلة  و

              

 -نحصل على :    مع     جمع المعادلة وب

             

 نحصل على     المعادلة  عمع المعادلة م    جمع المعادلة وب

                           

 فنحصل على         فً المعادلتٌن        نعوض بقٌم 

                             

 بالقٌم التً حصلنا علٌها فٌكون : الأن نعوض   

  
     

              
 

 

 
 

 

   
 

     

      
 

       ∫
  

 
 ∫ 

  

   
 ∫

     

      
   

       | |     |   |     |      | 

 -فنحصل على :    فً المعادلة    نعوض بــ 

    | |     | |     |   |   

   |      |    

   | |     | |     |             |     

   | |     | |     |      |     

    |
    

 
|      | | 

   |
    

 
|    | | | |       حٌث     | |         

  -أوجد التكامل العام للمعادلة التفاضلٌة : (4
                            

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 -لذلك نضع :    المعادلة التفاضلٌة أعلاه متجانسة بقوة 

   
 

 
                     

فً                               نعوض عن  

 -المعادلة التفاضلٌة فنحصل على :

                                 

   

                [          

                                           ]       

                      

              

                             

   

                          

 
  

 
 

     

    
          بشرط                         

  
  

 
 

     

       
     

  
  

 
 

     

              
     

 ∫
  

 
 ∫

     

              
     

    | |           
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    |
    

 
|    |

 

 
|  

 
    

 
 

 

 
 

                  

   عن   نعوض
 

 
 -نحصل على : 

   (
  

  
  )   

 

 
 

  (
     

  
)    

 

 
 

 
     

  
   

 

 
 

           

 
     

  
  التكامل العام                                     

        نبحث عن الحلول الشاذة من الإستثناء 

حل خاص                    نلاحظ ان 

      فً     نحصل علٌة عند التعوٌض عن 

  
 

 
    (  |

 

 
|)  

        (  |
 

 
|)    الحل العام         

 توجد حلول منفردة لعدم وجود استثناءات.لا و

 ( حل مسألة كوشً :6

 {
     

 

  
 

 

      
 

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

     الحل العام للمعادلة التفاضلٌة   أولاً نوجد 
 

  
 

 
 

 -نستخدم التعوٌض التالً :

   
 

 
            

  

  
 

 -التفاضلٌة فنحصل على :نعوض فً المعادلة  

    
  

  
       

            

 
  

   
 

  

 
 

 ∫      ∫
  

 
    | | 

       | |     | |        |  | 

          |  |    

  الى اصلها     نرجع 
 

 
 فنحصل على : 

 
 

 
         |  |   

  الحــــــــــــــل العام             |  |          

نعوض فً الحل العام عن كل          الابتدابًمن الشرط 

                من 

       | |        | |       | |  

        

 -فنحصل على :    نعوض فً الحل العام عن  

            |  |  

                  | |   

              | |      

 وهو الحل الوحٌد لمسألة كوشً لعدم وجود استثناءات

                  حل المعادلة التفاضلٌة : (5
 

  
 

 
  

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

    ( 
 

  
 

 
)       

 لذلك نضع    هذه المعادلة التفاضلٌة متجانسة بقوة 

  
 

 
               

  

  
   

                 نعوض عن   
  

  
فً المعادلة    

 -التفاضلٌة فنحصل على :

     
  

  
      

  
  

  
               

  

  
 

  

 
 

 ∫
  

  
 ∫

  

 
   

         | |    

        | |      

          | |    | |                    | |     

         |
 

 
|   

     (   |
 

 
|)   
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 -( أوجد المنحنى التكاملً للمعادلة التفاضلٌة :7

             √       

 نقطة شاذة ؟ ولماذا؟  وهل النقطة       والمار بالنقطة   

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 -نكتب المعادلة التفاضلٌة بالصٌغة الآتٌة :

                     

  
  

  
 (       √      ) 

 (    √         )          

            √          

          

متجانستان من نفس          و      نلاحظ أن الدالتان 

 وعلٌة فإن المعادلة التفاضلٌة    القوة 

متجانسة           (         √    )

 لذلك نضــــــــــــــــــع        بقوة 

 

  
 

 
                 

 -نعوض فً المعادلة التفاضلٌة فنحصل على : 

  (    √          )     

             

  (   √      )                

  (   √      )             

 (   √        )         

 (   √      )          

 
  

 
 

  

 (√       )
   

           √ بشرط  

 ∫
  

 
 

 

 
∫

  

√       
   

 

    | |  
 

 
 ∫

  

√       
     | |       

   | |        حٌث

    |  |   
 

 
∫

  

√       
 

    |  |   
 

 
                                 

∫   نحسب التكامل  
  

√       
 -بإستخدام التعوٌض: 

           √       نفرض أن       

                  

     ∫
    

    
 

    ∫
    

      
 ∫

   

   
 

         |   |       |  √   |  

 -فنحصل على :    فً المعادلة    نعوض بـــ 

     |  |   
 

 
 (     |  √   |) 

    |  |     |  √   | 

      √        √         

                  

              

  الى اصلها   نرجع 
 

 
 -فنحصل على : 

  
 

 
            

   [          ]    الحــــــــــــــل العام          

نعوض فً        ولإٌجاد المنحنى التكاملً المار بالنقطة 

 -فنحصل على : 1            الحل العام عن كل من 

    [        ]            

فً الحل العام لنحصل على المنحنى     نعوض عن 

 -:       المار بالنقطة  𝛄التكاملً 

 𝛄             [        ]   

 

       بالنقطة   ةالمار ولإٌجاد بقٌة المنحنٌات التكاملٌة

)إن وجدت( نوجد )إن وجدت( الحلول الشاذة للمعادلة  

 -التفاضلٌة وذلك بدراسة الحالة :

  √          √        
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    أولًا / ندرس الحالة 

للمعادلة التفاضلٌة فنحصل      فً الحل     نعوض عن 

 -:على 

                        

    
 

 
 

وعلٌة فأن هذا الحل ٌعتبر حلًا شاذاً   دالة فً   وهنا الثابت 

 للمعادلة التفاضلٌة 

     
 

 
        

  حــــــل شاذ                          

       ونلاحظ ان هذا المنحنى  ٌمر بالنقطة 

 

    ثانٌاً / ندرس الحالة  

 -للمعادلة التفاضلٌة :     فً الحل     نعوض عن 

                       

       

 ٌعتبر حل خاص للمعادلة التفاضلٌة    وعلٌة فان الحل 

 أن أي    نحصل علٌة عندما 

 
 

 
 حل خاص               

 وعلٌة ٌوجد لدٌنا منحنٌان تكاملٌان للمعادلة التفاضلٌة 

ٌمران بالنقطة        √            

 -هما :       

𝜸             [        ]     

                         

 

نقطة شاذة لأنها واقعة على اكثر من        وعلٌة فإن النقطة 

 (     و  𝜸منحنى ) واقعة على منحنٌان هما 

 ###########اللهم ٌسر لً امري ....  #########
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 -حل المعادلة التفاضلٌة : (1

                           

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 نبٌن ان المعادلة خطٌة

 -نبسط المعادلة التفاضلٌة لتصبح بالصورة :  -أولا :

                          

 {
                      
                    

  

 -نلاحظ : 

     |
   
   

|      

ولإٌجادها       متقاطعان فً النقطة        المستقٌمان  إذن

 -:  فنجد أن        نقوم بحل المعادلتٌن 

      
 

 
            

 

 
   

 -هً :       وعلٌة فإن نقطة التقاطع بٌن المستقٌمان 

 ( 
 

 
  

 

 
 التالً لذلك نستخدم التعوٌض  (

         
 

 
       

         
 

 
        

 -المعادلة التفاضلٌة فنحصل على :نعوض فً  

(   
 

 
   

 

 
  )     

 (
 

 
      

 

 
  )       

                           

 لذلكو    وهذه المعادلة التفاضلٌة متجانسة بقوة 

  نستخدم التعوٌض  
 

 
      

                

 -فنحصل على :    نعوض فً المعادلة التفاضلٌة  

                                  

                                 

  [        ]   [        ]      
    

        
   

 

 
              بشرط       

 

 
(

    

      
)    

  

 
  

 ∫
    

      
   ∫ 

   

 
 

   |      |        | |     | | 

    |      |       |  |     | |       

  |      |      |
 

  
|  

        
 

  
      

               

  نعوض عن 
 

 
 -فنحصل على : 

   (
  

  
)    (

 

 
)       

               

    نعوض عن 
 

 
            

 

 
 فٌكون لدٌن        

 (  
 

 
)
 

 (  
 

 
) (  

 

 
)  (  

 

 
)
 

    

               
 

 
   

                       
 

 
   

  الــتكــــــــامـل العام                  

                      

   
         √         (       )

 
  الحــــــــــل العام    

 وللبحث عن الحلول الشاذة ندرس الحالة

                       

نلاحظ أن هذا الحل هو حل خاص لأننا نحصل علٌة عند  

      فً الحل     التعوٌض عن 

 . المعطاة حلول شاذة للمعادلة التفاضلٌة وعلٌة لا توجد
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وجدت(  إنأوجد التكامل العام وابحث عن الحلول الشاذة )  (2
 -للمعادلة التفاضلٌة :

 
  

  
 

      

      
 

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 نبٌن ان المعادلة خطٌة

                         

                           

  {
                      
                    

  

 -نلاحظ : 

     |
   
    

|      

ولإٌجادها       متقاطعان فً النقطة        اذن المستقٌمان 

 -فنجد أن  :        المعادلتٌن نظام نقوم بحل 

                      

 -هً :       وعلٌة فإن نقطة التقاطع بٌن المستقٌمان 

 -: التالًلذلك نستخدم التعوٌض        

                 

                  

 -نعوض فً المعادلة التفاضلٌة فنحصل على : 

                 

                     

                           

 -:    وهذه المعادلة التفاضلٌة متجانسة بقوة 

  لذلك نستخدم التعوٌض  
 

 
      

                      

 فنحصل على     نعوض فً المعادلة التفاضلٌة  

                                  

                                  

                                   

                          

  [    ]    [    ]    

   
   

    
   

 

 
        بشرط         

 

 ∫
   

    
   ∫

  

 
 

 ∫
   

    
       | |    

         | |                        

∫    نحسب التكامل
   

    
 باستخدام الكسور الجزبٌة        

     
   

    
 

   

          
 

 

   
 

 

   
  

                     

          -فنحصل على :     نضع 
 

 
         

          -فنحصل على :    نضع   
 

 
         

      ∫
 

 

   
   ∫

 

 

   
    

    
 

 
    |   |  

 

 
   |   |  

 

 
    |

   

      
|  

 -فنحصل على :    فً المعادلة    بــ نعوض 
 

 
    |

   

      
|     | |     

    |
   

      
|      | |       

   |
   

      
|     |  |     | |          | |  

   |
   

      
|     |

  

 
|     

   

      
 

  

 
     

                      

                                

 
 

 
      

  نعوض عن 
 

 
 -فنحصل على :  

(  
 

 
)     (  

 

 
)
 

   

                  

                   

 فٌكون لدٌنا                     نعوض عن 
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   التكامل العام                         

 بدراسة الشرطبحث عن الحلول الشاذة الان ن

            

     / عندما    اولاً  

نلاحظ ان هذا الحل ٌعتبر حلًا خاصاً للمعادلة التفاضلٌة لأننا 

للمعادلة     فً الحل     نحصل علٌة عند التعوٌض عن 

 . المعطاة التفاضلٌة

     / عندما  ثانٌاً 

هذا الحل ٌعتبر حلًا خاصاً للمعادلة التفاضلٌة لأننا  أننلاحظ 

     فً الحل      نحصل علٌة عند التعوٌض عن 

 . المعطاة للمعادلة التفاضلٌة

 .المعطاة وعلٌة لا توجد حلول شاذة للمعادلة التفاضلٌة 

 

 

 

 

 

 .. الدراسة من فابدة أنه لا الفاشلٌن  الطلاب بعض استنتج

 .. ذلك على رٌاضٌاً  إثباتاً  وقدم , المصٌر هو فالرسوب

 والإثبات هو .............

عدم الرسوب       الدراســــة 

الرسوب        عدم الدراسة 

 -نحصل على :    مع المعادلة      بجمع المعادلة

عدم  الرسوب الرسوب  عدم الدراسة     الدراســــة 

بأخذ عامل مشترك ) الدراسة ( للطرف الأٌمن و )الرسوب ( 

 -للطرف الأٌسر نحصل على :

 +عدم(1+عدم( = الرسوب )1الدراسة ) 

 -بالقسمة على المقدار ) ا+عدم (نحصل على :

 !!!!!!!!!!!!!!!!!!! الدراسة = الرسوب

 

 - ًركب مجنون رٌاض  ً  : " مهدداً  بالناس فصاح .. باصا
 ٌقصد ما الناس ٌفهم لم أشتقكم سوف .. أكاملكم سوف
 جاءه .. بقً واحد شخص عدا ما .. جمٌعاً  وهربوا فخافوا

 لماذا له قال .. لا قال .. تخف ألم .. المجنون
 .......فلا تأثر علً   أنا  الدالة  : قال

 

 

 

ــــــإستراحـ
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 -حل المعادلة التفاضلٌة  : (1

 
        

(    )
    

  

    
     

وأوجد المنحنى التكاملً للمعادلة التفاضلٌة المار 

         بالنقطة

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 التفاضلٌة المعطاة لدٌنامن المعادلة 

           
        

(    )
                  

  

    
  

 
  

  
 

      (    )
 

(    )
  

      

(    )
     

 
  

  
  

    

(    )
  

  
  

  
 

  

  
 

 المعادلة التفاضلٌة تامة.   

 حٌث     وعلٌة فإن حلها متمثل بـــ  

   ∫                

    ∫
        

(    )
         

    ∫
  

(    )
    ∫

     

(    )
         

   ∫               ∫             

        

     
 

    
   ( 

 

    
)       

     
 

    
 

  

    
      

    
    

    
      

   كالتالً     الان نبحث عن 
  

  
 

  

    
         

  
  

  
 

  

    
         

   
  

    
 

  

    
        

           

          

    
    

    
     

 
    

    
  التكـــــــــــــــامل العام              

 الأن نحاول اٌجاد صٌغة للحل العام

                           

      |         |   الحــــــــــل العام       

ولإٌجاد المنحنى التكاملً للمعادلة التفاضلٌة المارة بالنقطة 

 نعوض فً التكامل العام عن كل من         

  فنحصل على                    

  
      

   
     

 

 
 

  نعوض فً الحل العام عن  
 

 
لنحصل على المنحنى  

          المارة بالنقطة  التكاملً

 𝜸  ,                 |
    

 
  | - 

 -اوجد التكامل العام التفاضلٌة : (2

 *
 

 
 

  

      
+    * 

 

 
 

  

      
+      

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 من المعادلة التفاضلٌة المعطاة لدٌنا

            
 

 
 

  

      
          

          
 

 
 

  

      
  

 
  

  
 

    

      
    

 
  

  
 

    

      
 

  
  

  
 

  

  
  

 المعادلة التفاضلٌة تامة.   

 حٌث     وعلٌة فإن حلها متمثل بـــ  

   ∫                

     ∫ *
 

 
 

  

      
+        
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    ∫
 

 
     ∫               

       | |  
  

   
      

  كالتالً :     الأن نبحث عن 

    
  

  
 

          

      
       

   
 

 
 

  

      
 

  

   
 

  

      
       

         
 

 
 

  

      
 

  

   
 

  

      
  

         
 

 
 

     

      
 

  

   
  

          
 

 
 

   

   
 

  

   
  

          
 

 
 

      

   
 

          
 

 
 

   

   
 

          
 

 
   

            | |    

     | |  
  

   
    | |    

       |
 

 
|  

  

   
   

 للمعادلة التفاضلٌة المعطاة هو التكامل العام هو  اذن

    |
 

 
|  

  

   
  التكامـــــــــــل العام            
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 اعداد / ولٌد مسعد طاهر الأشعري      مراجعة : أ / أحمد السلمونـــً             ]( 1طرق حل المعادلات التفاضلٌة ) [حلول تمارٌن 

 
 -أوجد التكامل العام للمعادلة التفاضلٌة : (1

                          

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 من المعادلة التفاضلٌة المعطاة لدٌنا

                                 

 
  

  
                         

  

  
   

 ونلاحظ ان        
  

  
 

  

  
 

  ولحلها لٌست تامة أعلاهوعلٌة فإن المعادلة التفاضلٌة  

 : الذي ٌجعلها تامة بالطرٌقة التالٌة نبحث عن عامل تكاملً

   
  

  
 

  

  
                

  
 
  

  
   

  

  

  
 

        

         
  

 

 
 

 العامل التكاملً هو  اذن  

    
∫  

 

 
  

      | |      
 

  
 

  تصبح بالصورة  وعلٌة فإن المعادلة التفاضلٌة

 
 

  
           

 

  
              

 (   
 

 
)   (  

 

  
 

 

 
)     

    وهذه المعادلة التفاضلٌة تامة وتكاملها العام متمثل بـــ 

   ∫ (   
 

 
)           

       
 

 
      

 كالتالً :     الأن نبحث عن 

    
  

  
 

 

  
       

    
 

  
 

 

 
 

 

  
       

          
 

 
 

             | | 

  

 عندبــــذ

      
 

 
      | | 

    
 

 
      | | لعاما              التكامل 

 -حل المعادلة التفاضلٌة : (2
                                          

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 -لتصبح بالصورة :نبسط المعادلة التفاضلٌة 

                     

                         

 {
                 
                  

 

     {
 
  

  
                      

  

  
      

  

  ونلاحظ ان         
  

  
 

  

  
 

 ولحلهالٌست تامة  أعلاهوعلٌة فإن المعادلة التفاضلٌة  

 الذي ٌجعلها تامة بالطرٌقة التالٌة تكاملً العامل النبحث عن 

       ∫
 
  
  

 
  
  

 
     

   
  

  
 

  

  
                 

 
 
  

  
 

  

  

 
 

               

               
   

 -العامل التكاملً هو : اذن 

    ∫      

 تصبح بالصورة وعلٌة فإن المعادلة التفاضلٌة

                         

                             

                           

                              

    متمثل بــ  حلهاوهذه المعادلة التفاضلٌة تامة 

 حٌــــث
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   ∫                               

      [ ∫                   ]        

      [                     ]        

                                       

   
  

  
                                

                  

                                  

                 

                     

                                 عندبذ   

                                 

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ( للمعادلة التفاضلٌة3

                     

𝛚حٌث      أ( أوجد العامل التكاملً        

 ب( أوجد التكامل العام وبٌن لماذا لا توجد حلول منفردة .

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 نجعل المعادلة التفاضلٌة المعطاة على الصورة 

                                  

 وفٌها

                           

  
  

  
                     

  

  
         

   ونلاحظ ان       
  

  
 

  

  
 

 وعلٌة فإن المعادلة التفاضلٌة أعلاه لٌست تامة  

𝛚حٌث        تكاملً النبحث عن العامل  ( أ      

      ∫                 

  

  
   

  

  

 
  

  
    

  

  

    

𝛚      
  

  
     

  

  
        

  

  

  
   

  

  

 
  

  
    

  

  

   
 

(      )  (      ) 
 

        
 

(      )  (      ) 
 

       
 

                 
 

        
 

    
  

 

   
 

        
 

 
𝛚   بشرط                      

  هووعلٌة فإن العامل التكاملً  

    ∫ 
 

 
        | |      

 

 
 

   
 

  
       بشرط             

 تصبح بالصورة  التفاضلٌةالمعادلة  ( ب
 

  
           

 

  
                 

 (    
 

 
)   (    

 

 
)     

معادلة تفاضلٌة تامة تكاملها العام ٌكون بالصورة وهً 

 حٌث     

   ∫(    
 

 
)          

    
    

 
    | |       

      كالتالً الأن نبحث عن 

    
  

  
           

     
 

 
             

         
 

 
 

            | | 

   
    

 
    | |     | | 

 وعلٌة فان التكامل العام

  
    

 
    | |     | |            

    | |     | |  
    

 
   

    |
 

 
|  

    

 
   

 
 

 
      

    

   

 

 
    

    

           حٌث                      

        
    

   التكـــــــــــــامل العام             
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   أوجد التكامل العام للمعادلة التفاضلٌة الآتٌة (1

               

 د -: الحـــــــــــــــــــــل  

أي    هذه المعادلة التفاضلٌة لٌست محلولة بالنسبة لــ  أن نلاحظ

    بدلالة    اننا لا نستطٌع بالطرق الجبرٌة المتاحة أن نجد 

  وأٌضا نلاحظ أن هذه المعادلة التفاضلٌة لا تحتوي صراحة المتغٌر 

  لذلك نفرض  أن  

              
   

  
 

 

  
 

 

  
      

  نحصل على عندبذ   

 {
  

 

  
 

 

  
     

          
 

          
 

  
 

 

  
   

   ∫                    

    ∫ * 
 

  
 

 

  
+       

    ∫[          ]       

    
 

   
 

 

 
   

   لصٌغة البارامترٌة لمنظومة الحل هً ا

{
  

 

  
 

 

  

  
 

   
 

 

 
  

   

{
             

        
    

  نعوض فً المعادلة التفاضلٌة عن

                                    

  فنحصل على 

                              

      [                ]    

           

                     

                  

      [    ]     

 وعلٌة ٌكون لدٌنا

       
  

    
 

 {
  

  

    
     

   
  

    
     

 

{
       

  (    )

(    )
 

     
  

    

      

   ∫
     

    
       

     ∫

  (    )

(    )
 

  

    

     

    ∫
    

    
       

   ∫
  (    )

    
     ∫

 

    
   ∫

    

    
    

     ∫
   

    
 ∫       

                  

 {
  

  

    
                       

                
 

  حل المعادلة التفاضلٌة  (2

    
               

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

أي    نلأحظ ان هذه المعادلة التفاضلٌة لٌست محلولة بالنسبة لــ  

    بدلالة    اننا لا نستطٌع بالطرق الجبرٌة المتاحة أن نجد 

  وأٌضا نلاحظ أن هذه المعادلة التفاضلٌة لا تحتوي صراحة المتغٌر 

  لذلك نفرض  أن   
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     √        ل المعادلة التفاضلٌة (3
    

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

أي    هذه المعادلة التفاضلٌة لٌست محلولة بالنسبة لــ  أن نلاحظ

    بدلالة    اننا لا نستطٌع بالطرق الجبرٌة المتاحة أن نجد 

 فٌها  (كلٌرو )وهً معادلة

           √     
 

 لذلك نفرض ان

                √     

دوال خطٌة وهً حلول لمعادلة كلٌرو      √      

 عابلة خطوط مستقٌمة  عبارة عن وهً
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 وهذه هً الصٌغة البارامترٌة لحلول اخرى لمعادلة كلٌرو

   بحذف   بدلالة   وهنا ٌمكننا أن نجد 

   
  

    
      

 

    
  

       
  

    
 

 

    
    

                  

     √    وهذه حلول منفردة لمعادلة كلٌرو         

 فٌكون لدٌنا

                    

          
  

  
      

  
   

         
  

  
      

  
 

     
  

  
       

  
 

  

  
         

 -خطٌة حلها العام هو :وهذه المعادلة 

      ∫  [  ∫      ∫     ]    

      [   ∫        ]     

      [     ]    

 -ة:ٌتجزبطرٌقة البال          ∫   نحسب التكامل   
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 الحمدللـــــــــــــه 
 -حل المعادلة التفاضلٌة :   (4

              
      

  -: الحـــــــــــــــــــــل  

 نج فٌها انلاحظ أن هذه المعادلة التفاضلٌة هً معادلة لاجر

                               
 لذلك نضع     
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 -أوجد المعادلات التفاضلٌة التً حلولها العامة تعطى بالتالً : .2

 

3. 

. أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلٌة الآتٌة , ثم الحل 4

 .  اعطً شرط ابتدابًالخاص اذا 

 

. أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلٌة الآتٌة , ثم الحل 5

 . الخاص اذا أعطً شرط ابتدابً
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. أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلٌة الآتٌة , ثم الحل الخاص 6

 . اذا أعطً شرط ابتدابً

 

 

 . حل المعادلات التفاضلٌة التالٌة :7

 


