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  :مقدمة 

  ھو العلم الذى یقوم بدارسة حركة أو اتزان الاجسام المادیة ذلك باستخدام  : علم المیكانیا
  .القوانین الخاصة بھا                     

تأثیر مجموعة من یبحث فى سكون الاجسام تحت ) علم توازن الأجسام  : ( علم الاستاتیكا

دراسة العلاقات بین ھذه القوى و بھذا یظل الجسم ساكنا و أیضا " القوى " المؤثرات نسمیھا 

  .، و یقال حینئذ لمجموعة ھذه القوى بأنھا مجموعة متوازنة 

  :مراجعة عامة على المتجھات 

   مقدارھا فقط بمعرفة عدد حقیقى ھوھى الكمیة التى تتعین تماما : الكمیة القیاسیة * 
   ٠٠٠٠الكتلة ، الزمن ، الحجم ، الوزن ، الطول ، :                            مثل 

  .و اتجاھھا مقدارھا كمیة التى تتعین تماما بمعرفةھى ال:)المتجة ( الكمیة المتجھة * 
  ٠٠٠السرعة ، الازاحة ، القوة ، العجلة ، :                                          مثل 

  قیمة لھا طول و لھا اتجاه من نقطة  ھى قطعة مست):المتجھ (القطعة المستقیمة الموجھة * 
  .                                                        البدایة الى نقطة النھایة 

  :   فى الشكل المقابل 
  نقطة بدایة لقطعة مستقیمة ، ب نقطة نھایة لھا  ا      

  الى ب ا     فإن القطعة الموجھة من 
  :  تتحدد بــ    ا   ب   یرمز لھا بالرمز  

  الى با  اتجاه من) ٣نقطة نھایة      ) ٢نقطة بدایة       ) ١   

   یقال لقطعتین موجھتین  انھما متكافئتان إذا كان لھما نفس الطول و نفس الاتجاه   

  " ٢" ص" +٢  س      ؟= ||       ا   || فإن  )   س ، ص ( = ا    إذا كان  :  معیار المتجھ *
  
  )٢ ، ص٢س= ( ،  ب    )  ١ ، ص١س= ( ا   إذا كان  :جھ الواصل بین نقطتین المت* 

        
   )١ ص– ٢ ، ص١ س– ٢س= ( ا      ــ ب   =  ا  ب     فإن 

ـوىــ الق:الفصل الاول   

 ا 

  ب

 ا

 ب

 ا ب ا ب
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  .خر آھى تأثیر أحد الاجسام الطبیعیة على جسم طبیعى  : القوة* 
  .من سكون أو حركة منتظمة              ھى كل مؤثر یغیر أو یعمل على تغییر حالة الجسم 

               ھى متجھ یتمیز بأنھ یمر بنقطة معلومة أو یعمل فى خط مستقیم معلوم 
      

  لیدل على مقدارھا و اتجاھھا فى نفس الوقت ق    بالرمز  ق     و یرمز للقوة  التى مقدارھا  
  ن كتابة كمور السینات فإنھ یجاه الموجب لمحو إذا كانت القوة  تصنع زاویة قیاسھا ھـ مع الات

  قیاس الزاویة = مقدار القوة  ،  ھـ = ق  حیث ) ، ھـ ق   (   القوة على صورة زوج مرتب 
  
   :أنواع القوى* 
  

  )التثاقل ( قوة الوزن  ) ٣(      قوى الضغط ) ٢ (    قوى الشد  ) ١  (
  )الأرض للأجسام مثل قوة حذب ( قوى الجذب و التنافر ) ٥   (قوة رد الفعل) ٤(  
  
  :یتوقف تأثیر القوة على : خواص القوة * 
  

  نقطة تأثیر القوة و خط عملھا ) ٣(اتجاه القوة             ) ٢(مقدار القوة      ) ١  (
  
  .ھو مقدار ما تحتویة من وحدات القوة  و اھم ھذه الوحدات  : مقدار القوة] ١[
  

   ث جم ٣ ١٠=  ث جم ١٠٠٠=  ث كجم  ١: لیة الوحدات التثاق:  أولا 
   داین ٥ ١٠=   داین ١٠٠ ٠٠٠=   نیوتن   ١: الوحدات المطلقة : ثانیا 
  : ترتبط الوحدات التثاقلیة بالوحدات المطلقة بالعلاقة : ثالثا 

  ]مالم یذكر خلاف ذلك [  داین     ٩٨٠=  ث جم ١ نیوین    ، ٩٫٨=  ث كجم  ١        
  
  : اتجاه القوة ] ٢[

  .یتحدد بقیاس الزاویة القطبیة لمتجھ القوة  إتجاه المتجھ الذى تمثلھ ھذه القوة       ھو
  

  ھى الزاویة التى یصنعھا خط عمل القوة مع الاتجاه الموجب لمحور السینات  : الزاویة القطبیة
  ) اى دائما موجبة ( و ھى دائما فى عكس عقاب الساعة  ) ھـ                        ( 

 القــــــوى
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  لكل قوة نقطة تؤثر فیھا و خط عمل تعمل فیھ  : لتأثیر و خط عملھانقطة ا ]٣[
  

  :ملحوظة 
  )مثل محاولة فتح باب ذو مفصلات (  تأثیر القوة على جسم یتوقف على موضع نقطة تأثیرھا 

  . و یسمى الخط المستقیم المار بنقطة تأثیر القوة و الموازى لاتجاھھا خط عمل القوة 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  :ین فى نقطة یتمحصلة قوتین متلاق* 
  

  أو عدة قوى على الجسم ) قوتین ( ھى القوة التى تحُدث نفس التأثیر الذى تحدثھ  : المحصلة
  

  لتعیین المحصلة تعییناً تاماً یجب تعین مقدارھا و اتجاھھا : المحصلة تعیین 
  )تحلیلیة ( الجبریة ) ٢    البیانیة   ) ١   : لتعیین المحصلة و توجد طریقتان      

  
  : الطریقة البیانیة ] ١[

  ازى        إذا أثرت قوتان متلاقیتان فى نقطة و مثلھما تمثیلا تاماً ضلعان متجاوران من متو
         الأضلاع یبدأن من ھذه النقطة فإن محصلتھما یمثلھا تمثیلا تاما قطر متوازى الاضلاع 

  .       الذى یبدأ من ھذه النقطة 
  :  فى الشكل المقابل 

  تمثیلا تاماً    ٢ق،  ١ق تمثلان  ا  ء    ،  ا  ب    إذا كان 
  : فإن ) مقدارا  واتجاھاً  و خط عمل  ( 
  
  ]ه   ،  ح        = [ ٢ق   +  ١ق=  ح              

  مقدار المحصلة    ، ھـ ھى الزاویة التى تصنعھا=        ح 
  ١ق  المحصلة مع          

  ح قاعدة متوازى الاضلاع لجمع متجھین حیث ھـ ھى الزاویة الموجبة التى یصنعھا  بتطبیق  
  )  ١قاتجاه  (  مع الاتجاه الموجب لمحور السینات 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ٥ ١١٠ ث جم تؤثران فى نقطة مادیة و قیاس الزاویة بینھما ٤٠  ، ٣٠قوتان مقدارھما : مثال 

  .یانیا المحصلة و الزاویة بین المحصلة و القوة الاولى         أوجد ب
  :الحل 

   ث جم ١٠ سم لكل ١          بعمل مقیاس رسم  
       B سم ٤= سم   ،  و ب  ٣=  ا   و   

 ب ا

 ء ج

 و

٢ق ح  

١ق  

١ق  

٢ق  

 ى ى ه
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  ح

         نكمـل متوازى الاضلاع و بالقیاس بالمسطرة
   سم٤٫٢= و جـ :        نجد أن 

      B   ھـ ( ، ق ث جم   ٤٢  = ١٠ × ٤٫٢= حp = (٥ ٦٦   
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ):بالقانون ( ایجاد محصلة قوتین متلاقیتین فى نقطة تحلیلیا : [ الطریقة الجبــــــریة ] ٢[

  تؤثران فى جسم الزاویة بین خطى ٢ق،  ١ق       بفرض أن 
  :ن  فإن محصلتھما تتعین من القانو)ى (        عملھما 

  
١ق = ٢ح: تعین المحصلة 

٢ق  + ٢
  ى حتا ٢ ق١ ق٢ + ٢

  : اتجاه المحصلة من القانون ین تع
  =                                   ظا ھـ 

  
   ١قلمحصلة و القوة الاولى  حیث ھـ الزاویة بین ا

  )استخدام قاعدة الجیب  ( ١قلایجاد زاویة میل المحصلة على القوة  : طریقة آخرى

  

  

  

  

  

  

  : ١قعلى القوة ح   شرط تعامد المحصلة * 
  

        ١ق  عمودیا على القوة ح      إذا كان خط عمل المحصلة 
      B٢ق = ٢ح ،           صفر= ى   حتا  ٢ق  + ١   ق

١ ق-   ٢
٢     

  
  

 و

 ا

 ب

 ج

 ه ى

  ح

١ق  

٢ق  

ىحا  ٢                   ق  
ىحتا  ٢ق+  ١          ق  

١ق  

٢ق  
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  : حالات خاصة* 
=                     حتا        ،  ھـ  ق ٢=     ح G     ق = ٢ق = ١ق:    القوتان متساویتان فى المقدار -١

  .تنصف الزاویة بین القوتین ح                                                 أى أن 
  
١ق = ٢ ح    ، ٥ ٩٠= ذه الحالة ى  فى ھ:القوتان متعامدتان  -٢

٢ق   + ٢
  =         ،  ظا ھـ        ٢

  
  : خط العمل و فى نفس الاتجاه  نفسالقوتان لھما -٣

  ) أو  أكبر قیمة للمحصلة ( المحصلة لھا قیمة عظمى              
     ٠=     ى     ،     ٢ق + ١ق= ح       

   القوتین و نفس خط العمل ھو اتجاهو اتجاه المحصلة              
  :القوتان لھما نفس خط العمل و فى اتجاھین متضادین  -٤

  )أو أصغر قیمة للمحصلة (     المحصلة لھا قیمة صغرى  
    ٥ ١٨٠=   ى  ،  |          ٢   ق-   ١ق|  = ح      

   فى اتجاه  القوة الأكبر مقدارا  ح تكون و          
  ]   ٢ق + ١ق،    ٢ ق– ١ق   [أو         ٢ق + ١   قY  ح   Y   ٢ ق– ١ ق : ملاحظة* 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  : التالیة أوجد مقدار و اتجاه المحصلة لكل زوج من القوى: مثال 

   نیوتن و متعامدتان           ٧ نیوتن ، ٥) أ         ( 
   ٥ ٦٠ نیوتن و الزاویة بینھما ٥ نیوتن ، ٣) ب        (
   ٥ ١٢٠ نیوتن و تحصران الزاویة ٥ نیوتن ، ٥)  جـ        (

  :الحل 
    القوتان متعامدتان   A)  أ ( 

       B١ ٢ق =  ٢      ح
٢ ٢ق   +  

    =)٧٤ = ٢)٧ + (٢)٥      B   یوتن ن      ٧٤؟=     ح  
       A      ھـ  ظا               =          =Bھـ (    قp  = (٥ ٥٤ / ٢٨   

١ق = ٢ح A) ب(
٢ق  + ٢

      ٤٩ = ٦٠ حتا ٥ × ٣ × ٢ + ٢)٥ + (٢)٣(  = ى حتا ٢ ق١ ق٢ + ٢
      B     نیوتن ٧=  ح    

      A  ٠٫٧٨٧٢٩٥٨     =                   =                    =           ظا ھـ  
  

      Bھـ (   قp = (٥ ٣٨ / ١٣   

 ى
٢ 

 ى
٢ 

٢ق  
١ق  

١ق ٢ق   

٢ق ١ق   

٢ق  
١ق  

 ٧  
٥ 

ىحا  ٢                   ق  
ىحتا  ٢ق + ١          ق  

٦٠حا   ٥                     
٦٠حتا   ٥   + ٣            
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   نیوتن ٥ = ٦٠حتا  × ٥ × ٢= حتا         ق  ٢= ح      B  القوتان متساویتان    A)  جـ(
       Bھـ (    قp=        =       = (٥ ٦٠   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  :أوجد الزاویة بین القوتین فى الحالات الاتیة : مثال 

     ٣؟  ٤=  نیوتن ، ح ٨ نیوتن ، ٤) أ ( 
  . نیوتن ٧ نیوتن ، مقدار محصلتھما  ٥ نیوتن ، ٣) ب(
   نیوتن    ٦١؟   =  ح  نیوتن ، ٦ نیوتن ، ٥) جـ(

      نیوتن ٣ ؟  ٥٠=  نیوتن ، محصلتھما  ٥٠ نیوتن ، ٥٠) ء( 
    ث كجم ١٣؟  ٤=  ث كجم  ، محصلتھما ١٢ ث كجم  ، ١٦) ھـ(

   ث كجم ٢٠=  ث كجم ، محصلتھما ١٢ ث كجم ، ١٦) و( 
  : الحل 

     ٣؟  ٤=  نیوتن ، ح ٨ نیوتن ، ٤) أ ( 
       A ١ق = ٢ح

٢ق  + ٢
   حتا ى٨ × ٤ × ٢ + ٦٤ + ١٦ = ٤٨  B  ى حتا ٢ ق١ ق٢ + ٢

       B  ٣٢  -=   حتا ى ٦٤      B ٥ ١٢٠) = ففى  (                 ق-=     حتا ى   
  
  . نیوتن ٧ نیوتن ، مقدار محصلتھما  ٥ نیوتن ، ٣) ب(

       A ١ق = ٢ح
٢ق  + ٢

   حتا ى٥ × ٣ × ٢ + ٢٥ + ٩ = ٤٩   B    ى حتا ٢ ق١ ق٢ + ٢
             B  ١٥=  حتا ى ٣٠      B ٥ ٦٠) = ففى  (  ق=                    حتا ى   

  
   نیوتن    ٦١؟   =   نیوتن ، ح ٦ نیوتن ، ٥) جـ(

       A ١ق = ٢ح
٢ق  + ٢

   حتا ى٦ × ٥ × ٢ + ٣٦ + ٢٥ = ٦١   B    ى حتا ٢ ق١ ق٢ + ٢
             B  ٠=  حتا ى ٦٠      B ٥ ٩٠ ) =ففى  (                  ق٠=    حتا ى   

  
      نیوتن ٣ ؟  ٥٠=  نیوتن ، محصلتھما  ٥٠ نیوتن ، ٥٠) ء( 

                   A حتا            ق ٢=      حB  حتا         ٥٠ × ٢  = ٣ ؟  ٥٠   
  

       B       حتا                           =   B =         ٣٠      Bى(  قp   = (٥ ٦٠   
  

 ى
 ى ٢

٢ 

١٢٠ 
 ٢  

 ١  
٢ 

 ١  
٢ 

  ى
٢ 

  ى
٢ 

  ى
٢ 

٣؟   
٢ 

  ى
٢ 
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    ث كجم ١٣؟  ٤=  ث كجم  ، محصلتھما ١٢ ث كجم  ، ١٦) ھـ(
 A ١ق = ٢ح

٢ق  + ٢
   حتاى١٢ × ١٦ × ٢ + ١٤٤+ ٢٥٦ = ٢٠٨  B    ى حتا ٢ ق١ ق٢ + ٢

    B  ١٩٢ -=  حتا ى ٣٨٤    B حتا ى    =-           Bى(   قp = (٥ ١٢٠   
  
   ث كجم ٢٠=  ث كجم ، محصلتھما ١٢كجم ،  ث ١٦) و( 

A ١ق = ٢ح
٢ق  + ٢

   حتاى١٢ × ١٦ × ٢ + ١٤٤+ ٢٥٦ = ٤٠٠  B    ى حتا ٢ ق١ ق٢ + ٢
B  ٠=  حتا ى ٣٨٤      B ٠=    حتا ى    Bى(     قp = (٥ ٩٠   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   و محصلتھما تصنع زاویة قائمة مع  مادیةتؤثران فى نقطةق   ٢، ق  قوتان مقدارھما  : مثال 

  .أوجد الزاویة بین القوتین و كذلك أوجد مقدار محصلتھما . القوة الأولى          
  : الحل 

         Aلة عمودیة على القوة الأولى       المحصB  ٠= حتا ى  ٢ق + ١ق   
         B      ٠= حتا ى  ق ٢+  ق   B  ق      -= حتا ى ق  ٢B    حتا ى =-       B١٢٠) = ى(  ق  
       A ٢ق = ٢ح

١ ق-   ٢
٢      

       B   ق٤ =٢ح  
  ق-   ٢

        ق ٣   ؟    =       ح   B                            ٢  ق٣ =   ٢

ــــ ـــ ــ ـــ ــ ـــ ــ ـــ ــ ـــ   ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ولى نحو الشرق و الثانیة فى   ثقل كجم  تؤثران فى نقطة الأ٢؟  ٥ ، ٥قوتان مقدارھما  : مثال 

  أثبت أن محصلتھما مقدارھا  تساوى مقدار القوة الأولى .         اتجاه الشمال الغربى 
          و أوجد الزاویة التى تمیل بھا المحصلة على كل من القوتین 

  : الحل 
   ٥ ١٣٥=    ث كجم   ، ى ٢؟  ٥=  ٢ق  ث كجم   ،  ٥=   ١ق       
      A ١ ق =٢ح

٢ق  + ٢
      ى حتا ٢ ق١ ق٢ + ٢

      B  ٢٥ = ١٣٥   حتا٢؟  ٥  × ٥ × ٢ + ٥٠+ ٢٥ = ٢ح   
      B   ١ق= ث  كجم    ٥= ح   

  
              A      ظا ھـ  =                              =                       =  

  
      B صفر    =  ظتا ھـ Bھـ(  قp = ( ٩٠  

     Bعلى القوة الثانیة٥ ٤٥ على القوة الاولى و بزاویة قدرھا ٥ ٩٠محصلة تمیل بزاویة    ال   

 ١  
٢ 

 ١  
٢ 

٥ 

  ٢؟     ٥
  الشرق

  الغرب

  الشمال

  الجنوب

٥ ٤٥  

ىحا  ٢                   ق  
ىحتا  ٢ق + ١          ق  

١٣٥  حا ٢؟  ٥                     

١٣٥ حتا ٢؟  ٥   + ٥            
 ٥  

٠ 
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    نیوتن و إذا كانت الزاویة ٣٤؟إذا كانت الزاویة بین قوتان قائمة كانت محصلتھما  : مثال 
   نیوتن  أوجد مقدار كل من القوتین و كذلك٧ و كانت محصلتھما ٥ ٦٠         بینھما  

  . النھایتین العظمى والصغرى لمحصلتھما د         أوج
  :الحل 

           A     القوتان متعامدتان   B  ١ق = ٢ح
٢ق  + ٢

٢    B  ١ ق = ٣٤
٢ق  + ٢

١   (    ٢(  
           A   ١ق = ٢ح

٢ق  + ٢
      ى حتا ٢ ق١ ق٢ + ٢

          B          ١ق = ٤٩
٢ق  + ٢

     ٦٠ حتا ٢ ق١ ق٢ + ٢
          B   ١ق = ٤٩

٢ق  + ٢
  )٢       (٢ ق١ق +  ٢

   ١٥  = ٢ ق١ ق  B)  ٢(من ) ١(بطرح : معاً  ) ٢(، ) ١(           و بحل المعادلتین 

         B  ١(و بالتعویض فى                    )٣( =                                  ١ق (  
  

         B    ٢ ٢ق   بالضرب فى          ٢ ٢ق  =               +  ٣٤  

  
        B        ٢ ٤ق  +  ٢٢٥ =  ٢ ٢ ق ٣٤        G   ٢٢٥ + ٢ ٢ق ٣٤ــ     ــ ٢ ٤ق   

                   B       )٢٥  -   ٢ ٢ق)(    ٩    -   ــ٢ ٢ق  = (٠  G  و بالتعویض فى     ٥ = ٢ق،       ٣ = ٢ق )٣(  

       B٣=  ١ق،        ٥ = ١            ق                  
                 B٢ق>  ١قو باعتبار                         نیوتن   ٣ = ٢قنیوتن    ،     ٥ = ١        ق  
               B      نیوتن ٨ = ٣ + ٥=القیمة العظمى للمحصلة    
      B      نیوتن٢=   ٣ - ٥= القیمة الصغرى للمحصلة     

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  حیث ح    نیوتن تؤثران  فى نقطة مادیة  محصلتھما    ٢ق،   ١ققوتان مقدارھما  : مثال 

   ثم أوجد مقدار المحصلة عندما   ٢ق،   ١قل من أوجد قیمة ك ]  ١٠ ، ٢[    gح           
   ٥ ١٢٠        یكون قیاس الزاویة بین خطى  عملھما 

  :الحل 
         A      حg    ]١٠ ، ٢    [ B   ١    (١٠ =   ٢ق+    ١ق (  
         B     |    ٢= |    ٢ق  -   ١ق    B   ٣    (٢ - =   ٢ق  -   ١ق، )   ٢   (٢ =   ٢ق  -   ١ق(  

   نیوتن ٤ = ٢ق نیوتن   ،  ٦ = ١ق: ینتج ) ٢(، ) ١(         من 
   نیوتن ٦ = ٢ق نیوتن   ،  ٤ = ١ق: ینتج ) ٣(، ) ١(         من 

        A   ١ق = ٢ح
٢ق  + ٢

            ى حتا ٢ ق١ ق٢ + ٢
        B   ٢٨   =  ١٢٠ حتا  ٤ × ٦ ×  ٢ +  ١٦ +  ٣٦ =  ٢ح     B    نیوتن       ٧ ؟   ٢= ح  

     ١٥  
٢ق   

     ٢٢٥  
٢ ٢ق    
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     ث كجم على الترتیب٣ ؟  ٥ ، ١٠  ، ٥جسم متزن یتأثیر ثلاث قوى مستویة مقادیرھا  : مثال 
  .        أوجد قیاس الزاویة بین كل قوتین من ھذه القوى 

  :الحل 
  :الحالة الاولى          
                A   ١ق = ٢ح

٢ق  + ٢
            ى حتا ٢ ق١ ق٢ + ٢

                B)   حتا ى ١٠ × ٥ × ٢ + ٢)١٠ + (٢)٥ = (٢  )٣ ؟  ٥   
               B  ــ                =     حتا ىB  ٥ ١٢٠=   ى    
              B٥ ١٢٠  ث كجم   ھو ١٠ ، ٥ قوتین      قیاس الزاویة  بین ال   

  :      الحالة الثانیة 
              A   ٣ق = ٢ح

٢ق  + ٢
          ك     حتا ٢ ق٣ ق٢ + ٢

                B)   ك حتا ١٠  × ٣؟  ٥ × ٢ + ٢)١٠ + (٢ )٣ ؟  ٥ = (٢)٥   
               B ــ                  =  ك   حتاB  ٥ ١٥٠  = ك    

  
              B      ٥ ١٥٠ ث كجم  ھو ١٠    ، ٣؟  ٥الزاویة بین القوتین قیاس   

   B     ٥ ٩٠ ) = ١٥٠ + ١٢٠  ( - ٣٦٠= ث كجم    ٣؟  ٥  ، ٥لزاویة بین القوتین قیاس ا   
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  تؤثران فى نقطة مادیة ، قیاس الزاویة بینھما جم   ث كق ٢، ق  قوتان مقدارھما  : مثال 
  .   ث كجم  أوجد مقدار القوتین ٣؟  ٥ فإذا كانت محصلتھما  ٥ ١٢٠         

  :         الحل 
                A   ١ق = ٢ح

٢ق  + ٢
            ى حتا ٢ ق١ ق٢ + ٢

                B)   ١٢٠ا  حتق ٢ × ق × ٢ + ٢ق ٤ + ٢ق = ٢  )٣ ؟  ٥   
               B  ٢ق ٣ = ٧٥        G٢٥ = ٢   ق      G  ث كجم   ٥=    ق  
               B        ث كجم ١٠  ، ٥مقدار القوتان  ھما   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   و إذا زاد ح   ث كجم مقدار محصلتھما  ق  ٢،  ق   قوتان متلاقیتان فى نقطة مقدارھما  : مثال

   ث كجم و تضاعف مقدار القوة الثانیة فإن اتجاه المحصلة لا یتغیر ٥       مقدار القوة الأولى 
  ق         أوجد قیمة 

   یتغیر     اتجاه المحصلة لاA  :الحل 
        B ھـ قیاس زاویة میل خط عمل المحصلة مع القوة الأولى لا یتغیر    

 ١  
٢ 

 ٣؟
٢ 
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        Bفى الحالة الأولى تساوى ھـ  فى الحالة الثانیة ھـ        ھـ.  
  

                     =    =                 ظا ھـ  
  
 B                                =                                       

  
 B                                              =            

  
     B  حتا ى    ق  ٤ + ٥+ ق  = حتا ى   ق ٤+  ق  ٢B ٥+ ق = ق  ٢    Bث كجم ٥=   ق  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  : مثال 

  
  
  

  : الحل 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
  
  
  

ىحا  ق ٢                    
ىحتا  ق ٢ +           ق  

ىحا    ق ٤                                         
ىحتا  ق ٤+)   ٥ +  ق(             

ىحا  ق ٢                    
ىحتا  ق ٢ +           ق  

ىحا    ق ٤                                         
ىحتا  ق ٤+)   ٥ +  ق(             

                        ٢  
حتا ى ق٢ +   ق  

                                       ٤    
ىحتا  ق ٤+)   ٥ +  ق(             
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  :اختر الاجابة الصحیحة من بین الاقواس ] ١[
  
  صلتھما  فإن مقدار مح٥ ٩٠ بینھما  نیوتن و قیاس الزاویة ٨ ، ٦ھما قوتان مقدار) ١

   ]١٢   أ،  ٧   أ،   ٥    أ،١٠    [                            نیوتن        ..........      تساوى 
  
   نیوتن فإن قیاس ٥ نیوتن و مقدار محصلتھما  ٥قوتان متساویتان و مقدار كل منھما  ) ٢

  ]٥ ١٨٠ أ،  ١٢٠  أ،  ٥ ٩٠  أ،   ٥ ٠...........                    [     الزاویة بینھما تساوى 
  
   نیوتن فإن مقدار كل قوة منھما٨قوتان متساویتان فى المقدار و متعامدتان و محصلتھما ) ٣

  ]                                 ٢؟  ٤    أ،  ٢؟  ٢   أ،  ٨  أ،   ٤[ نیوتن                                  .........     یساوى 
   فإذا كانت محصلتھما ٥ ١٢٠نیوتن و قیاس الزاویة بینھما ق    ، ٤ھما قوتان مقدار) ٤

    ]٣؟  ٤  أ،  ٨   أ،  ٤  أ،  ٢[  نیوتن    = .......  ق       عمودیة على القوة الأولى فإن  
  
  و محصلتھما [   ، ط ٠  ] gث جم  و قیاس الزاویة بینھما ق    ، ٨قوتان مقدارھما  ) ٥

     ]٢؟  ٢  أ، ١٦   أ،  ٨  أ،  ٤[ ث جم       = ......... ق  بینھما فإن      تنصف الزاویة 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   ١٣تؤثران فى نقطة مادیة إذا كان مقدار محصلتھما   ث كجم ٨ ، ١٥قوتان مقدارھما ] ٢[

  .ة بین ھاتین القوتین كجم  أوجد قیاس الزاوی. ث       

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   نیوتن تؤثران فى نقطة مادیة و ظل الزاویة بینھما یساوى١٥  ، ١٢ قوتان مقدارھما ]٣[

  .لى القوة الأولى       أوجد مقدار و محصلتھما و قیاس زاویة میلھا ع
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   و مقدار ١ -= تؤثران فى نقطة مادیة و تحصران بینھما زاویة ظلھا ق  ٢، ق   قوتان ] ٤[

  : نیوتن أوجد ٤=       محصلتھما 

  .لة على القوة الأولى صزاویة میل المح) ب(ق                معیار  ) أ     (

 تمارین على القوى

-٣  
٤ 
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  من الحالاتق  أوجد قیمة ٥ ١٢٠یوتن و الزاویة بینھما قیاسھا نق   ، ٢قوتان مقدارھما  ] ٥[
      ] نیوتن ٢[ ق                                                                                                                           مقدار المحصلة تساوى  ) ١     (
  ] نیوتن ١[  على القوة الثانیة                                اتجاه المحصلة عمودى) ٢     (
  ] نیوتن١  + ٣؟       [    على القوة الثانیة ٥ ٤٥اتجاه المحصلة یمیل بزاویة قیاسھا ) ٣     (
      ] نیوتن ٢[                                                                                             المحصلة تنصف الزاویة بین القوتین ) ٤     (

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   ٥ ١٢٠و الزاویة ح   محصلتھما  ومقدار   ٢   ق،    ١ققوتان متلاقیتان فى نقطة مقدارھما ] ٦[

     ٢ق = ١ق    أثبت أن ٣؟ح     فإن مقدار المحصلة یساوى    ٢ق      و إذا عكس اتجاه  

  و أن المحصلة فى الحالة الثانیة یكون اتجاھھا عمودیة على اتجاه المحصلة فى الحالة الاولى      
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  قوتان تؤاثران فى نقطة مادیة و ظل الزاویة بینھما  یساوى          إذا علم أن محصلتھما ] ٧[

  ھو مقدار كل من نیوتن فما ٣٠ الكبرى یساوى یة على الصغرى و أن مقدار القوة     عمود

  . الأخرى و المحصلة       القوة

  :أوجد مقدار كل من القوتین إذا كان] ٨[

   نیوتن ٤=  نیوتن ، و أصغر قیمة لمحصلتھما ٢٠= یمة  لمحصلتھما قأكبر ) ١      (

   ث جم ٢٠القوتان متعامدتان و أحدھما تساوى ثلاثة ارباع الاخرى و محصلتھما ) ٢      (
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

    و خط عمل محصلتھما یمیل على القوة الكبرى بزاویة ٢؟:   ١قوتان النسبة بین مقدارھما ] ٩[

   ٢؟  ٣نھما ثم أوجد مقدار كلاھما إذا علم أن مقدار محصلتھما  أوجد قیاس الزاویة بی٥ ٤٥      

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  طة مادیة خط عملھما على استقامة     ث جم تؤاثران فى نق٢٠ ، ١٠قوتان مقدارھما ] ١٠[

  :        واحدة  أوجد محصلھما إذا كانت 

  القوتان متضادتان فى الاتجاه ) ٢(القوتان لھما نفس الاتجاه          ) ١        (

-١  
٣؟  
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   تؤاثران فى نقطة مادیة و خط عملھما على استقامة واحدة ١٠ ، ١٥قوتان مقدارھما ] ١١[
  :        أوجد 

  النھایة الصغرى للمحصلة و اتجاھھا ) ٢(النھایة العظمى للمحصلة و اتجاھھا      ) ١(       
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   إذا كان٥ ١٣٥نیوتن تؤاثران فى نقطة مادیة الزاویة بیتھما   ق ، ٤قوتان مقدارھما ] ١٢[

  ومقدار محصلتھما   ق أوجد  ق     على القوة  ٥ ٤٥        اتجاه محصلتھما یمیل بزاویة 

  ]یراعى الحلول المختلفة لبعض المسائل [ 

ــ ـــ ــ ـــ ــ ـــ ــ ـــ ــ ـــ ــ ـــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  : تمارین كتاب المدرسة &
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  *تحلیل قوة الى مركبتین* 

   :]غیر متعامدین  [ فى اتجاھین معلومینمعلومة تحلیل قوة ) ١(

  :      من الشكل المقابل 

  :  ا ب ج  ∆    بتطبیق قانون الجیب فى 

                        =                              =   

  

   =                                                                        ٢         ق،                                                                      =  ١ق:      ینتج 

  

   ١ بزاویة ھـ ح مقدار المركبة التى تمیل على  ١                                ق

  ٢  بزاویة ھـح مقدار المركبة التى تمیل على  ٢ق          ، 

  :فى اتجاھین متعامدین معلومة  تحلیل قوة )٢(

  حا ھـ  ح   =  ٢قحتا ھـ      ، ح  =  ١ق      

  :  ملاحظة 
  حتا ھـ ح   =  المجاورة للزاویة ھـ مقدار المركبة   
  حا ھـ ح   =   مقدار المركبة الاخرى للزاویة ھـ  

  :تحلیل قوة معلومة فى اتجاھى محورى الاحداثیات * 

  فى نظام احداثى متعامد قوة تؤثر فى نقطة  و ق           بفرض أن

  فإنھ ) زاویة معلومة ھـ (  لھا مقدار معلوم و اتجاه معلوم 

  ] ٥ ه  ،   ق    =  [ ق    :   یمكن كتابتھا على الصورة 

   )حا ھـ  ق   حتا ھـ  ، ق                               = ( :  و تكتب 

     صصحا ھـ  ق        +   سسحتا ھـ   ق =  ق                                        

٢  هحا                   ح   

) ٢ه  +   ١ه ( حا          
١  هحا ح                     

) ٢ه  +   ١ه ( حا          

                            ح 
) ٢ه  +   ١ه ( حا          

  ١       ق

  ٢  ه حا    
  ٢       ق

  ١  ه حا    

 س ه

 ص

 و

 ق

حتا ھـق   

حا ھـق   

 ب ا

 ء ج

٢ق ح  

١ق  

١ق  

٢ق  

١ه  

٢ه  

٢ھـ   

 ب ا

 ء ج

 ح

١ق  

٢ق  

 ه

  ھـ– ٩٠
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  :المستوى المائل الأملس * 

  عند وضع جسم على مستوى مائل أملس یمیل على الافقى 

   :فتذكر ما یلى ویة قیاسھا ھـ  بزا

  و ھى تعمل فى اتجاه رأسي لأسفل ) و ( قوة وزن الجسم  )١(

 و تعمل فى اتجاه عمودى            ) ر( قوة رد فعل المستوى الأملس   )٢(

  .على المستوى الأملس 

  یسمى  خط  أكبر میل ا ب    الخط   )  ٣    (

   =     على الافقى ھـ  حیث حا ھـ یمكن ایجاد قیاس زاویة میل المستوى ) ٤    (

  یمكن تحلیل قوة وزن الجسم الى مركبتین الاولى فى اتجاه خط أكبر میل لأسفل ) ٥    (

  ) و حتا ھـ ( تكون الثانیة فى اتجاه عمودى على المستوى لأسفل و تكون ) وحاھـ          ( 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   فى اتجاھین یمیل أولھما على الافقى بزاویة إلى مركبتین  نیوتن ١٠٠ قوة مقدارھا تللحُ: مثال 

   فى الناحیة الاخرى٥ ٤٥ الاخرى بزاویة قیاسھا  و٥  ٣٠قیاسھا         
   .       أوجد مقدار ھاتین المركبتین تحلیاً   

                                          نیوتن٧٣٫٢ =                                                                =                                              =  ١ق : الحل 

  نیوتن   ٥١٫٨                                                =                                            =                 =     ٢ق         

  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   نیوتن   ١٥حدھما مقدار إ متعامدین إلى مركبتین نیوتن   ٣ ؟  ١٠ مقدارھا  قوةت حلل: مثال 

   .        فما مقدار المركبة الأخرى 
  تمیل على إتجاه القوة بزاویة قیاسھا ھـ )  ١ق ( نفرض أن المركبة المعلومة المقدار : الحل 

        B ھـ حتا  ٣ ؟  ١٠ = ١ق    
       B  حتا ھـ      ×  ٣ ؟  ١٠=  ١٥ B حتا ھـ        =        =           B      ٥ ٣٠= ھـ      

 ا

 ه

 ر

 ه

  و

 ج ب

 ارتفاع المستوى
  طول المستوى

٣٠ 
٤٥ 

١٠٠ 

١ق  

٢ق  

٤٥حا  ١٠٠           

٧٥حا                  
٣٠حا  ١٠٠           

٧٥حا                  

    ١٥   
 

  ٣ ؟  ١٠

٢  هحا    ح                  

) ٢ه  +   ١ه ( حا          
١  هحا                   ح   

) ٢ه  +   ١ه ( حا          

  ٣؟ 
 ٢  
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       B ٣٠  حتا ٣ ؟  ١٠=  ٢ق   مقدار المركبة الأخرى    
     نیوتن ٣ ؟  ٥                                             = 

١ق؟     =   ح  :  حل آخر 
٢"ق"+ " ٢

٢ "  

            B ) ٢ ق + ٢ )١٥ = ( ٢ )٣ ؟  ١٠
٢          

            B    ٢ق
٧٥  = ٢                         Bنیوتن        ٣؟     ٥ =   ٢   ق  

    ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  احسب مركبتیھما فى اتجاھى.  ث جم تعمل فى اتجاه الشمال الغربى ١٠٠قوة مقدارھا : مثال 

  .         الشمال و الغرب 
  : الحل 

      نیوتن٢؟  ٥٠=  ×         ١٠٠  = ٤٥ حتا ١٠٠ =   ١ق        
  

   نیوتن    ٢؟   ٥٠=  ×         ١٠٠ = ٤٥ حا ١٠٠ =   ٢ق        

  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   ٥ ٣٠نیوتن فى اتجاھین یمیل أولھما على القوة بزاویة قیاسھا ق   حلل قوة مقدارھا  : مثال 

     نیوتن  ٧٫٣ فى الجھة الاخرى فإذا كان مقدار احدى المركبتین ٥ ٤٥زاویة قیاسھا الأخر بو
   ق  أوجد  

                   =                                                                ١   ق A  : الحل 

  ٧٫٣                     =   B    ق                      =                               T    نیوتن١٠   

     

  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ین متعامدتین احداھما تعمل  نیوتن تؤثر فى اتجاه الشمال الى مركبت٣٠ قوة مقدارھا  حلل:مثال 

   ٥ ٣٠إتجاه شمال الشرق بزاویة قیاسھا  فى         

 ھـ

٣؟ ١٠  

١ق  

٢ق  

٤٥ 

١٠٠ 

١ق  

٢ق  

 الغرب

 الشمال
١ 

 ٢؟
١ 

 ٢؟

٤٥حا          ق   

١٠٥حا              
١٠٥حا  ٧٫٣        

٤٥حا                   

٣٠ 

  ق

١ق  

٢ق  

٤٥ 

٢  هحا                   ق   

) ٢ه  +   ١ه ( حا          
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   ×    ٣٠ =  ٦٠ حتا ٣٠=  المركبة فى الاتجاه المعلوم :الحل 

   نیوتن ١٥                                         =  

         المركبة فى الاتجاه العمودى على الاتجاه المعلوم 

   ×         ٣٠  = ٦٠ حا ٣٠        =           

      نیوتن٣؟  ١٥                                     =  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   ث كجم ٥٠ م  وضع علیھ جسم وزنھ ٤٠ م و ارتفاعھ ٥٠ مائل طولھ مستوى: مثال 

  .مقدار مركبتي الوزن فى اتجاه خط أكبر میل للمستوى و الاتجاه العمودى علیھ        أوجد 
  : الحل 

   حا ھـ ٥٠= المركبة فى اتجاه خط أكبر میل  

 =                                              ٥٠       ×   

   ث كجم ٤٠                                              = 

   حتا ھـ ٥٠=         المركبة فى الاتجاه العمودى 
   ث كجم٣٠=  ×       ٥٠=          

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   : تذكر أن
  
  : الجسم الجاسئ ) ١

  . دون تشوه إذا وقع تحت تأثیر عوامل خارجیة ھ     ھو الجسم الذى یحتفظ بشكل

  مركز ثقل الجسم الجاسئ ھى النقطة التى یمر بھا دائما الخط الرأسي المار بنقطة التعلیق) ٢
  نقطة علیھ مثلا      عندما یعلق الجسم من أى 

  مركز ثقل جسم كرورى منتظم و متجانس ھى النقطة التى یقع فیھا مركز ھذا الجسم  ) أ
  . مركز ثقل قضیب منتظم السمك و الكثافة ھو منتصف ھذا القضیب   ) ب

  
  

 ١  
٢ 

 ٣؟
٣٠ ٢ 

٣٠ 

 الشرق

٦٠ ٣٠ 

  م٥٠

 ه

٥٠  

 ه
  م٤٠

 ھـ
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 ٤  
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 ٣  
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   ث كجم تؤثر فى اتجاه الشمال الشرقى الى مركبتین إحداھما تؤثر ١٢حلل قوة مقدارھا ] ١[

  .أوجد مقدارھاتین المركبتین  . خرى نحو الشمال الغربى       نحو الشرق والا

  ٥ ٦٠ نیوتن فى اتجاھین متعامدین احدھما یمیل على الافقى بزاویة ٤٠حلل قوة مقدارھا ] ٢[
  .                                                                        الى أسفل  

   ٣٠على مستوى یمیل على الافقي بزاویة قیاسھا  نیوتن موضوع ٢٠جسم مقدار وزنھ ] ٣[
  فى اتجاه خط أكبر میل للمستوى و الاتجاه العمودى علیة ) و (       احسب مركبتي الوزن 

   جنوب الشرق  حللت الى مركبتین متعامدین احداھما ٣٠تؤثر فى اتجاه ق   قوة مقدارھا  ] ٤[
  و مقدار و اتجاه المركبة الاخرىق   أوجد  .    ث جم٣؟  ٢٥     تؤثر نحو الشرق و مقدارھا  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  :) تحلیلیا ( و متلاقیة فى نقطة محصلة عدة قوى مستویة * 
  : إذا كانت القوى المعطاه 

  ٠٠٠٠٠  ، ] ٢  ه ،   ٢ق = [ ٢ ق، ]    ١  ه ،   ١ق = [ ١ ق
  تحلل كل قوة من ھذه القوى الى مركبتین فى الاتجاھین الموجبین

  على الترتیب   صص   ،  سسلمحورى الاحداثیات و تكونان ھما  
  
  صص  )را ھـ  ح رق  رمحــ + (سس ) ر حتا ھـ  رق  رمحـ(  =ح    

  ]    ه    ،ح    =   [  ص     صص            +      س    سس    =            

   " ٢"ص"    "+٢ س؟       = ح   ،      ٢ص + ٢س = ٢ح : أى أن 

  [ ط ٢ ، ٠ [ g                 حیث ھـ  =، ظا ھـ                      

            سس ،س  لفرق بین  ا: لاحظ 
  القوى فى الاتجاه الموجب لمحور السیناتالمجموع الجبرى لمركبات = س           
  صص، ص  و كذلك  جاه الموجب لمحور السینات      ھو متجھ وحدة فى الات = سس        
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  :تمثیل الاتجاھات الریئسیة و الفرعیة * 
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      نیوتن فى نقطة مادیة فى اتجاھات ٣؟  ٤  ، ٣؟  ٨  ، ٤ ، ١٦أثرت قوى مقادیرھا  : مثال 
   غرب الجنوب ، الجنوب على الترتیب ٥ ٦٠ شمال الشرق ، ٥ ٦٠الشرق ،          

  . محصلة ھذه القوى  مقدار و اتجاه         أوجد
  :  الحل 

  ٣؟  ٤  ٣؟   ٨  ٤  ١٦  القوة

  ٢٧٠   ٢١٠  ٦٠   ٥ ٠  الزاویة 
  

  ٦= ٢٧٠حتا   ٣؟  ٤+ ٢١٠حتا  ٣؟  ٨  +٦٠حتا٤+  ٠حتا ١٦= س 
   ٣ ؟  ٦ــ  = ٢٧٠  حا ٣؟  ٤ +٢١٠  حا٣؟  ٨ + ٦٠حا٤ + ٠حا ١٦= ص

   نیوتن ١٢  = "١٤٤؟ =  " ٢" )٣"؟       "٦ ــ "("+ " ٢)٦(   ؟    = ح      B )     ٣ ؟  ٦  ، ــ ٦( =  ح  

       ٣؟ــ   =              =        = ظا ھـ 

 A  ٠<  ص  ،  ٠> س   Bھـ (   قp = (٣٠٠   

B لاتجاه الموجب لمحور السینات  مع ا٥ ٣٠٠ نیوتن  وتصنع ١٢=   المحصلة  
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

كان قیاس     ث كجم فى نقطة مادیة و ٣؟   ١١   ، ٣؟  ٤، ك      ،ق   ، ٧أثرت القوى : مثال 
  الثالثة   ، بین٥ ٦٠ ، بین الثانیة و الثالثة ٥ ٦٠الزاویة بین إتجاھي القوتین الأولى و الثانیة 

 فإذا كانت ھذه محصلة القوى تساوى ٥ ٦٠ ، و بین الرابعة و الخامسة ٥ ٩٠و الرابعة 

  ك ، ق   أوجد قیمة كل من تؤثر فى اتجاه الجنوب و٣؟٤
  :الحل 

 Aى اتجاه الجنوب    المحصلة تؤثر ف  
   B ٣؟    ٤ــ  = صفر    ، ص =   س     

 ٣؟  ١١  ٣؟  ٤ ك  ق  ٧  القوة
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  ٢١٠  حتا ٣؟  ٤+١٢٠  حتا٣؟ ك        + ٦٠حتاق  + ٠ حتا ٧= س 
  صفر=   ٢٧٠حتا     ٣ة   ١١                                    +  

     B          ١    (٢ــ   =    ك     ــ    ق (  

    ٢٧٠حتا    ٣ة   ١١ +٢١٠  حتا ٣؟  ٤+١٢٠  حتا٣؟ ك        + ٦٠حاق  + ٠ حا ٧= ص 

  ٣؟  ٤ــ =              

  B     نجد  )  ٢( ،  ) ١( و بحل المعادلتین )             ٢    (١٨  =  ك +    ق:  

   ث كجم ١٠= ك    ث كجم   ،  ٨=  ق        
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

     بحیث "ب ج gسم  أخذت نقطة ھـ   ٨= ب  ج    سم  ، ٦= ا  ب  مستطیل فیھ ا  ب  ج   د   : مثال 

  ، ا ج    ، ا  ء     ث جم  فى ٣  ، ٢؟  ٥ ، ١٠ ، ١ سم  ، أثرت قوى مقادیرھا  ٦=        ب ھـ ه                
  .على الترتیب أوجد مقدار محصلة ھذه القوى ا  ب   ،  ا  ه           

  :الحل 

  

  

  

  

  ١  ١٠ ٢؟  ٥ ٣  القوة

  ٩٠  ى  ٤٥  ٥ ٠  الزاویة
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   ١٤  = ٠×   ١+  ×       ١٠+   ×         ٢ ؟  ٥ + ١ × ٣      =  
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أثرت القوى التى  ا ء    ٢= ا ب   ، ٥ ٩٠)  = ففا ء ب  ( متوازى أضلاع فیھ قا  ب ج ء   : مثال 
  . أوجد مقدار و اتجاه المحصلة ء  ، ب ا ء   ،  ء ج       نیوتن فى ٣؟  ١٥ ، ١٢ ، ٣مقادیرھا  

  : الحل 
  
  
  
  

  
  ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠أكمــــــــل الحل 

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
  
  

           صصب    +  سس   ١٤-    =  ٣  ق،     صص    ٦  + سسا     =   ٢  ق،      صص    ٣    + سس   ٥   =   ١قإذا كانت ] ١[
   )٥ ١٣٥   ، ٢؟  ١٠( = ح   ثلاث قوى مستویة و متلاقیة فى نقطة و كانت المحصلة                 

        ب  ، ا           أوجد قیمة 

     ث جم فى نقطة مادیة الاولى ٣؟  ٩  ، ٦ ، ٨   ، ٣؟   ٤ ،  ٧أثرت القوى التى مقادیرھا  ] ٢[
   شمال الغرب ، ٥ ٦٠ شمال الشرق ، الثالثة ٥ ٣٠     فى اتجاه الشرق ، الثانیة فى اتجاه 

  . الخامسة  فى اتجاه الجنوب أوجد المحصلة  غرب الجنوب ، ٥ ٣٠     الرابعة  

   ث كجم  فى نقطة مادیة و كان١٢   ، ٣؟  ٩ ، ٦ ، ٣أثرت القوى المستویة التى مقادیرھا  ] ٣[
   وبین الثالثة و الرابعة ٩٠ و بین الثانیة و الثالثة  ٦٠     قیاس الزاویة بین الأولى و الثانیة 

  .القوى الاربعة   أوجد مقدار و اتجاه محصلة ١٥٠    

  مثلث متساوى الأضلاع ، م نقطة تلاقى متوسطاتھ أثرت القوى التى مقادیرھا ا ب ج   ] ٤[
  ا      نیوتن فى نقطة مادیة فى الاتجاھات  م جـ  ، م ب ، م ١٠ ، ٨ ، ٦      
       .    أوجد مقدار و اتجاه محصلة ھذه القوى                

   ث كجم فى نقطة٤   ، ٣؟  ٢ ، ٨   ، ٣؟  ٤ ، ٢مسدس منتظم تؤثر القوى   و  ا  ب  ج  ء  ه   ] ٥[
  على الترتیب أوجد محصلة ھذه القوى  و    ا، ا ه   ، ا ء  ، ا ج   ، ا ب        مادیة فى الاتجاھات  

  ٣ ؟      ١٥ ١٢  ٣  القوة

  ١٥٠  ٦٠  ٠  الزاویة
٦٠ 

 ب ا

 ء ج

٣؟  ١ 

٢ 
٦٠ ٣٠ ٣٠ 

  ١٢  

    ٣  

٣؟ ١٥  

 تمارین على محصلة عدة قوى
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   ٢ ، ٥ ، ٤ ، ١ ، ٤مسدس منتظم ، م ھى نقطة تقاطع أقطاره تؤثر القوى ا  ب  ج  ء  ه    و  ] ٦[
  ، م ھـ ، م و  ء  ، م ب  ، م جـ  ، م م  ا     ث جم فى نقطة مادیة فى الاتجاھات  ٣        

  ء                                                       أوجد مقدار محصلة ھذه القوى و أثبت أنھا تؤثر فى اتجاه م 

   ث كجم فى٣ ، ٥ ، ٢ سم  أثرت القوى ٣=  جـ سم ، ب ٤= ا ب  مستطیل فیھ ا  ب  ج  ء  ] ٧[
  .  على الترتیب ا ء  ، ا ج   ، ا ب           نقطة مادیة فى الاتجاھات  

   ا بلھا على         أوجد مقدار محصلة ھذه القوى و قیاس زاویة می
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   : تمارین من كتاب المدرسة* 
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  صفر=      تكون محصلة القوتین                                                      
  

  :تحت تأثیر قوتین فقط كانت القوتان جاسئ إذا اتزن جسم  : عدة قا
  خط عملھما على استقامة واحدة) ٣متضادتین فى الاتجاه     ) ٢متساویتین فى المقدار      ) ١
  

  :من أمثلة توازن جسم تحت تأثیر قوتین
  
  بحبل خفیف من نقطة فإنھ یتزن ) و(إذا علق ثقل ) ١(

   ھما وزن الجسم والشد فى الحبل       تحت تأثیر قوتین

  إذا وضع جسم على نضد أفقى أملس فإنھ یتزن ) ٢(

        تحت تأثیر قوتین ھما الوزن ورد فعل النضد على الجسم  

  : ملاحظات ھامة

    إذا أثر على جسم متماسك قوتان متساویتان فى المقدار وفى إتجاھین متضادین وفى نفس ) ١(

  إنھ لا یكون لھما أى تأثیر على الجسم من ناحیة السكون أو الحركة  المستقیم ف الخط      

  القوى المتبادلة الناتجة عن تأثیر جسم على أخر تكون دائما متساویة فى المقدار ومتضادة ) ٢(

  فى الاتجاه وھذا ھو القانون الثالث لنیوتن والذى ینص على أنھ       

  

  
  فان مقدار إذا مر خیط خفیف على بكرة ملساء ) ٣(

      الشد فى الخیط لا یتغیر بمروره على البكرة   
  
  إذا مر خیط خفیف فى حلقة ملساء فإن مقدار  )٤(

        الشد فى الخیط لا یتغیر بمروره داخل الحلقة

الاتــزان: الفصل الثانى   

اتزان جسم جاسئ تحت تأثیر قوتین ) ١(  

 لكل فعل رد فعل مساو لھ فى المقدار ومضاد لھ فى الاتجاه 

 ش

 و

 و

 ر

 ش ش

 ش ش
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  : مثال 
  
  

  :الحل 
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
  
  
  
  
  
  A  ثلاث قوى فى اتجاه دورى واحد ٣ق ، ٢ ق ،١ق    
  
  B       القوى الثلاث متزنة  
  
   :ملاحظات * 
  
   لكى تتزن القوى الثلاث یجب أن تكون مقادیرھا تصلح لأن تكون أطوال لأضلاع مثلث) ١

    وحدة قوة لا یمكن أن تتزن لأن الاعداد ٧ ، ٣ ، ٤القوى الثلاث التى مقادیرھا :      مثلا 
   ٧ > ٣ + ٤ لا تصلح لأن تكون أطوالا لأضلاع مثلث لأن ٧ ، ٣ ، ٤             

  إذا اتزنت ثلاث قوى متلاقیة فى نقطة فإن متجھ محصلتھا ھو المتجھ الصفرى ) ٢
           ٠ =    ٣ ق  + ٢ق   + ١ق  =   ح      

  إذا إتزنت ثلاث قوى مستویة و متلاقیة فى نقطة فإن محصلة أى قوتین منھا تكون مساویة ) ٣
  .     فى المقدار لمقدار القوة الثالثة و مضادة لھا فى الاتجاه و لھما نفس خط العمل 

  

إتزان جسم تحت تأثیر ثلاث قوى) ٢(  

 
فى اتجاه  ة فى نقطة بأضلاع مثلث مأخوذة إذا أمكن تمثیل ثلاث قوى مستویة و متلاقی 

.تزنة دورى واحد فإن ھذه القوى تكون م  

 قاعدة

١ق  

٣ق  
٢ق  

 ج

 ا

 ب
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مثلث   أطوال أضلاع ى الثلاث وعلمت مقدار إحدى القو  تستخدم إذا أمكن معرفةیلاحظ أنھ
  )بین أطوال أضلاع مثلث القوى  ةأو النسب( القوى  

  
 =         =                                                   

   : فى الشكل المقابل  
  :مثلث القوى ا ب ج    

=         =                                         
  

  : ھامةملاحظات 
  
  المثلث الذى أضلاعھ توازى خطوط عمل القوى الثلاث ) ١

  )مثلث القوى (      یسمى 
  
  من الممكن رسم مثلث القوى بحیث یكون ضلعان من أضلاعھ ) ٢

  محمولین على خطى عمل قوتین و الضلع الثالث یوازى خط     
  .عمل القوة الثالثة     
  
  نة ھو مثلث ثلاثینى ستینى كانت إذا كان مثلث القوى لثلاث قوى متز) ٣

  ٣ ؟:    ٢ : ١     النسبة بین أطوال أضلاعھ 
  
   إذا كان مثلث القوى قائم الزاویة و متساوى الساقین)٤

  ٢ ؟ :  ١ : ١     فالنسبة بین أضلاعھ 
 
 

 

لث أضلاعھ إذا أتزن جسم تحت تأثیر ثلاث قوى متلاقیة فى نقطة ورسم مث
توازى خطوط عمل القوى وفى أتجاه دورى واحد فإن أطوال أضلاع المثلث 
 تكون متناسبة مع مقادیر القوى المناظرة

  مثلث القوىقاعدة

١ش  
  ج   ب

٢ش  
  ب ا

و     
   ا  ج

١ق  
  ب ج

٢ق  
  ب ا

٣ق   

   ا  ج

 ج

 ا

 ب

١ق  

٣ق  

٢ق  

٣ ؟  
٣٠ 

٤٥ ٦٠ 

٤٥ 
١ 

١ 

٢ ؟ ٢ ١  
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   تستخدم إذا أمكن معرفة قیاسات الزوایا بین خطوط القوى الثلاث یلاحظ أنھ 
  
  

    الثلاث فى نقطة مادیة ٣ق ، ٢ ق ،١ق إذا أثرت القوى       
   ھى قیاسات الزوایا المقابلة لھا ٣ ، ھـ  ٢ ، ھـ ١      و كانت ھـ

  :       على الترتیب فإن 
        =                                                            =  

  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  و ثبت الطرفان الآخران  سم ٤٠سم ، ٣٠ ث جم بخیطین طولیھما ١٠٠علق ثقل مقداره : مثال 

  ین من خط أفقى بحیث كان الخیطان متعامد نقطتین          للخیطان فى
  أوجد مقدار الشد فى كلا من الخیطین  .         
   ٥ ٩٠) = ففا ج  ب(   قA  :الحل 

        B    ) ٢)ب ج  + ( ٢)ا ج  = ( ٢)ا ب  

        A)  ٢)٣٠ + (٢ )٤٠ = (٢)ا ب B  سم ٥= ا ب          

B٢، حا ھـ =        =         ١ حا ھـ =  =                     

  :ام قاعدة لامى باستخد

                   =           =                     
  

                   =           =                     
  
 B  ث جم٦٠            =               =                                                   =١ش   

 

 كل قوة إذا أتزن جسم تحت تأثیر ثلاث قوى متلاقیة فى نقطة فان مقدار
.یتناسب مع جیب الزاویة المحصورة بین القوتین الاخریین  

  لامىقاعدة

١ق  

٣ق ٢ق   

١ه   

٣ه  ٢ه   ١ق   
١حا ھـ  

 

٢ق  
٢حا ھـ  

٣ق  
٣حا ھـ  

١ش  

٢ھـ  

 جـ

١ ھـ  

 ب ا
  سم٥٠

٢ھـ ١ھـ   

 و

٢ش  

  سم٣٠  سم٤٠
٣٠ 
٥٠ 

٣ 
٥ 

٤٠ 
٥٠ 

٤ 
٥ 

١ش  
١حا ھـ  

٢ش  
٢حا ھـ  

 و
) ٣ھـ + ١ھـ(حا  

١ش  
١حا ھـ  

٢ش  
٢حا ھـ  

١٠٠ 
٩٠حا   

١حا ھـ١٠٠  
٩٠حا   

١٠٠ ×  
١ 

٣ 
٥ 
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   ث جم٨٠                         =                               = =                     ٢ش  ، 

  
  :باستخدام قاعدة مثلث القوى : حل أخر 

   "جب //  "ء و              نرسم 
  مثلث القوى ء و ج    ́   فیكون 

  
                 =    =          

  
 B ث جم٦٠   =  ×   ١٠٠= ١حا ھـ × ١٠٠=  ×           ١٠٠ = ١ش   

  
، B ث جم٨٠=  ×      ١٠٠= ٢حا ھـ × ١٠٠=  ×           ١٠٠ = ٢ش   
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ْ  مع الرأسى تحت تأثیر قوة٣٠ نیوتن حتى صار الخیط یصنع ١ا  أزیحت كرة بندول وزنھ:مثال

   أوجد القوة والشد فى الخیط لكرة فى أتجاه عمودى على الخیط   على ا       
  : الحل 
  باستخدام  قاعدة لامى        

 =            =                

         نیوتن =  ×   ١ = ١٥٠جا × ١ = ق

          نیوتن=  ×        ١ = ١٢٠جا × ١ = ش
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  م من  ث ج١٠٠ فى نقطة ثابتة وعلق وزن مقداره اسم ثبت طرفھ ٢٤خیط خفیف طولھ  :مثال 
  سم من الخط الافقى ١٢أوجد مقدار القوة اللازمة لحفظ الوزن على بعد  طرفھ الاخر ب         
  :الاتیتین فى الحالتین االمار بنقطة         

   با اتجاه القوة متعامدا مع إذا كان) ٢    ( المؤثرة أفقیة         إذا كانت القوة) ١(       
  

٢حا ھـ١٠٠  
٩٠حا   

١٠٠ ×  
١ 

٤ 
٥ 

١ش  
 ج   و

٢ش  
 و ء

١٠٠ 
 جـ ء ج

١ ھـ  

 ب ا
  سم٥٠

٢ھـ ١ھـ   

 و

٢ش  

 و  سم٣٠  سم٤٠

 ء

٢ھـ  

١ش  

 ج   و
 ء ج

٣ 
٥ 

 ء   و
 ء ج

٤ 
٥ 

٣٠ 

٣٠ ٦٠ 

 ق

١ 

ش

١ 
٢ 

١ 
٢ 

 ق
١٥٠جا  

 ش
١٢٠جا  

١ 
٩٠جا  

 ؟ ٣
 ٢  

 ؟ ٣
 ٢  
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  : الحل 
  :القوة المؤثرة أفقیة :  الحالة الاولى

     سم٣؟  ١٢= ا ج    B  ٤٣٢ = ٢)١٢ (– ٢)٢٤ = (٢)ا ج   ( 
  مثلث القوى   ا ب ج  ́  

  
B=          =               
  
B=          =               
  
B   ث جم٢٠٠= ٢٤     × =    ش   ، ث جم   ٣؟  ١٠٠=    ٣؟   ١٢× =           ق   
  

   با اتجاه القوة متعامدا مع إذا كان : لثانیةالحالة ا

  :باستخدام قاعدة لامى 
=           =                                         

  
B  ث جم   ٥٠=                                             =ش ،    ٣؟   ٥٠=                  = ق  

               
  ) بالتحلیل : ( یة للحالة الثان : حل أخر

 A    القوى متزنة B و تضادھا اتجاھا   ١٠٠=  ش   ، ق     محصلة   
  
B  ث جم     ٣ ؟   ٥٠ =   ×          ١٠٠  = ٣٠ حتا ١٠٠= ق  
  
   ث جم ٥٠=  ×          ١٠٠ = ٣٠ حا ١٠٠= ش ، 
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   ث جم فى طرف خیط مثبت طرفھ الأخر فى حائط رأسي ، أزیح ٨٠علق ثقل مقداره : مثال 

   ٥ ٣٠یاسھا ق         الثقل بقوة عمودیة على الخیط حتى أصبح الخیط مائلا على الحائط بزاویة 

     أوجد فى وضع الاتزان مقدار القوة و كذلك الشد فى الخیط عندئذ       

١٠٠ 

ق
 

١٢  ٢٤ 

 ا ج

 ب
 ق
 ا  ج

 ش
 ب ا

١٠٠ 
 ج   ب

 ق
٣؟      ١٢  

 ش
٢٤ 

١٠٠ 
١٢ 

١٠٠ 
١٢ 

١٠٠ 
١٢ 

٣٠ 
 ب

٦٠ 

 ا ء
٦٠ ٣٠ 

 ش

١٠٠ 

 ق

 جـ

١٥٠ 
١٢٠ 

 ق
١٢٠حا   

 ش
١٥٠حا   

١٠٠ 
٩٠حا   

١٢٠حا  ١٠٠  
٩٠حا   

١٥٠حا  ١٠٠  
٩٠حا   

١  
 ٢  

 ؟ ٣
 ٢  
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ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
٠١١٥٤٨٠٢٨١١/ خالد المنفلوطى       معلم خبیر ریاضیات       ت/ اعداد الاستاذ   

39 

  : الحل 
  :  حسب قاعدة لامى 

  
=             =                   

  
B    ث جم٤٠=  ×      ٨٠ = ١٥٠ حا ٨٠= ق   
  
  ث جم    ٣ ؟   ٤٠      =     ×٨٠ = ١٢٠ حا ٨٠= ش    
  
  
  

  : حل أخر 

  :ا ب ج    باستخدام مثلث القوى
  

               =          =             
  
 A  ́  ثلاثینى ستینى  ا ج  بB ٢:   ٣ ؟:   ١= ا  ج  : ا  ب : ج     ب   

  
 B        =        =            

  
B  ث جم        ٣ ؟    ٤٠ = ش   ث جم    ،   ٤٠=  ق  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  و یمرعلى بكرة ھـ  نیوتن بواسطة خیطین یمیل أولھما على الرأسي بزاویة وعلق وزن : مثال 

  یمیل الثانى على  نیوتن و ٨         صغیرة ملساء و یحمل فى نھایتھ الاخرى وزنا مقدارة 

   و یمر على بكرة صغیر ملساء و یحمل فى نھایتة الاخرى وزنا ٥ ٣٠         الراسي بزاویة 

   ،  قیمة ھـوأوجد مقدار الوزن .  نیوتن ١٢         مقدارة 
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٣٠ 

  : الحل 
          لاحظ أنھ عندما تكون البكرة ملساء یتساوى الشد فى فرعى الخیط المائل حول البكرة 

  
  
  
  
  
  
  
  
B  حا ھـ              =                =B٥ ١٩ / ٢٨) =ھـ (   ق    
  
B  ٤٩ /٢٨=   ْ  ١٩  /٢٨+ ٣٠= ھـ   + ٣٠ ْ  
  
B  نیوتن    ١٨٫٤ =                  =       و  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   نیوتن تستند على حائط أملس و معلقة بخیط مثبت أحد طرفیة فى ١٥وزنھا كرة ملساء : مثال 

  .أعلى نقطة تماس الكرة تماما ا  نقطة على سطحھا و طرفھ الاخر مربوط فى حائط فى نقطة 
  أوجد الضغط على الحائط و الشد فى الخیط . ف قطر الكرة فإذا كان طول الخیط یساوى طول نص

  :الحل 
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٦٠ 

٣٠ ٣٠ 

 م

  
            =           =           B     =          =                   B   =          =             

  
 B    نیوتن٣؟  ١٠ =        =ش     نیوتن    ، ٣؟  ٥=          = ر     

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  : مثال 

  
  
  
  

  : الحل 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  كرة مصمتة ترتكز على قضیبین متوازیین یقعان فى مستوى أفقى واحد والبعد بینھما: مثال 

  أوجد الضغط على كلا من القضیبین إذا كان وزن الكرة.          یساوى طول نصف قطر الكرة 
  . نیوتن  ١٠ یساوى         
  : الحل 

  ، خط الوزن ینصفھا ٦٠= ) ففا م  ب(  قBمتساوى الاضلاع  ا م ب  ́ 
  :الكرة متزنة تحت تأثیر القوى 

   نیوتن رأسي لأسفل ١٠الوزن  )١(
 ا  فعل القضیب رد  ١ر )٢(
 رد فعل القضیب ب  ٢ر )٣(
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اتزان جسم على مستو مائل أملس) ٣(  

  
  :              =           =  بتطبیق قاعدة لامى 

  
                         =            =                                

  
B  نیوتن  ٥٫٨ =                                        =                               = ٢ر = ١ر  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ ـــ ــ ـــ ــ ـــ ــ ـــ ــ ـــ ــ ـــ   ــــ
 افقیا ثم انزلقت على "جـ "ب ، جـ بحیث كان ب خیط خفیف ربط من طرفیھ فى نقطتین  : مثال

   ث جم فأصبح قیاس الزاویة بین فرعى الخیط عند وضع٢٠الخیط حلقة صغیرة ملساء وزنھا 
   أثبت أن فرعى الخیط متساویان فى الطول ثم أوجد قیمة الشد فى كل منھما ٥ ٩٠ازن التو

  : الحل 
                      A          الحلقة ملساءB الشد فى فرعى الخیط متساوى  

  :         و باستخدام قاعدة لامى 
   

        B                 =           =             B٢حا ھـ = ١ حا ھـ   
  

       B٥ ٤٥ =        = ٢ھـ = ١ ھـ    B       ش       =  
       B  ٢ ؟ ١٠=    ش  
         Aا ء       "     M فف )٢ھـ( ق = فف )١ھـ( ق،      "ب ج  B   ا ج  = ا ب  
                   B فرعا الخیط متساویان فى الطول     
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  على مستو مائل أملس یمیل على الافقى بزاویة قیاسھا ھـ) و ( إذا وضع جسم وزنھ   
  :الجسم یكون تحت تأثیر قوتین فإن   

  
  جاھھا رأسي الى أسفل وات) و ( قوة الوزن  )١
 ) ر ( قوة رد فعل المستوى الاملس  )٢

  عمودى على المستوى لأعلى 
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 ق
  و لكى یتزن الجسم لابد من وجود قوة ثالثة تؤثر 

  : على الجسم فى أحد الحالات الاتیة 
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  :  ملاحظات* 
  .ھو القضیب الذى وزنھ یؤثر فى منتصفھ : القضیب المنتظم ) ١(

  رد فعل المفصل أو النقطة التى عندھا یكون القضیب معلق تعلیقاً حراً أو المستوى الخشن ) ٢(
  .مجھول الاتجاه و نحدد اتجاھھ بواسطة القاعدة       یكون 

  )إذا تلاقى خطى عمل قوتین فى نقطة فإن خط عمل القوة الثالثة لابد أن یمر بنفس النقطة      ( 

  نقطة تأثیر وزن القضیب لابد أن تكون خط رأسي واحد مع نقطة التعلیق الحر للقضیب ) ٣(

  یب فھذا معناه ایجاد زاویة میل القضیب على إذا طلب منا الوضع الذى یتزن فیھ القض) ٤(
  ) بإختیارك (       الرأسي أو الأفقى  

  مركز ثقل الكرة المنتظمة یقع  فى مركزھا الھندسي ) ٥(

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   نیوتن مستقرة بین حائط رأسي أملس و مستوى أملس٣٠كرة ملساء من الحدید وزنھا : مثال 
 ، أوجد الضغط على كل من الحائط و المستوى ٥ ٦٠         یمیل على الافقى بزاویة 

  :الحل 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ْ ٣٠ ث كجم على مستوى مائل أملس یمیل على الافقى بزاویة قیاسھا ٦وضع جسم وزنھ :مثال
  :تیتین وحفظ توازنھ بواسطة قوة أوجد ھذه القوة ورد فعل المستوى فى الحالتین الا       

  ْ ٣٠القوة تمیل على المستوى بزاویة قیاسھا ) ثانیا(أفقیة              القوة ) أولا(      
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  : الحل 
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  ْ  ٣٠ نیوتن على مستوى أملس یمیل على الافقى بزاویة قیاسھا ٦٠وضع جسم وزنھ  :مثال

  الى أعلى المستوى بخیط فى أتجاه خط أكبر میل للمستوى لاعلى  وشد        
  رد فعل المستوى  و أوجد مقدار الشد فى الخیط        
  : الحل 

  
  
  
  
  
  
  
  



الصف الثانى الثانوى تطبیقات على الریاضیات                                                               
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
٠١١٥٤٨٠٢٨١١/ خالد المنفلوطى       معلم خبیر ریاضیات       ت/ اعداد الاستاذ   

46 

 

   نیوتن من طرفیھ بخیطین ثبت طرفاھما فى ٣٠ظم طولھ متر ووزنھ علق قضیب منت: مثال 

   سم ٦٠مدین وكان طول أحدھما ة فى السقف فإذا كان الخیطین متعانقطة واحد         

  أتزان فى كلا من الخیطین عندما یكون القضیب معلقا تعلیقا مطلقا وفى حالة  فما ھو مقدار الشد

  : الحل 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ساق منتظمة  قابلة للحركة حول أحد طرفیھا شدت جانبا بقوة أفقیة تؤثر فى طرفھا : مثال 

  لساق أوجد قیاس زاویة میل الساق على الرأسى عندما تتزن وتساوى نصف ثقل ا         الاخر 
  وكذلك رد الفعل عند الطرف الاول         

 :الحل 
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Aجـا // " مد ، " با منتصف  د "         جـ" ب    م منتصف"       م جـ =  ب م  

 ب جـ         =  جـ ا ٤٥) =  ففجـ ب ا( ق  ) = فف جـاب (  ق  ْ  

  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   نیوتن على مستویین أملسین متقابلین ویمیلان على الافقى٢٤وضع قضیب منتظم وزنھ : مثال

 :ْ  بحیث یقع القضیب وخطا أكبر میل للمستویین فى مستوى واحد أوجد٦٠ْ  ، ٣٠ بالزاویتین
  .مقدار الضغط على كلا من المستویین وكذا زاویة میل القضیب على الافقى فى حالة التوازن

  : الحل 
  :القضیب متزن بتأثیر ثلاث قوى 

  " با نیوتن راسیا لأسفل و یؤثر فى منتصف ٢٤الوزن  )١
  ١رستوى الاول رد فعل الم )٢
 ٢ررد فعل المستوى الاول  )٣

  : بتطبیق قاعدة لامى 
      =             =                                        

  
 B  ٣ ؟  ١٢ = ٢ر نیوتن  ، ١٢                       = = ١ر  

  

٢ر  
١ر  

 ء

٣٠ ٦٠ 

٣٠ ٦٠ 
٦٠ ٣٠ 

 م

 ا

 ب

 ج

٢٤ 

  ١ر
١٥٠جا  

٢ر  
١٢٠جا  

٢٤ 
٩٠جا  

١٥٠حا ٢٤  
٩٠جا  
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  وجبین لمحورى الاحداثیاتة الى مركبتین فى الاتجاھین الم   نحلل كل قوة من القوى المعطا
    ثم نوجد المطلوب ٠ = صص  ،  ٠ = سس   على الترتیب ثم نضع  صص  ، سس    و تكون ھما 

  : نتیجة * 
    شرط اتزان جسم تحت تأثیر مجموعة من القوى المستویة المتلاقیة فى نقطة ھو أن یتلاشى

  .  المجموع الجبرى للمركبات الجبریة لھذه القوى فى أى اتجاه 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  :مثال 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

اتزان جسم تحت تأثیر مجموعة من القوى المستویة المتلاقیة فى نقطة) ٤(  

 

ة فى نقطة ھو أن شرط اتزان جسم تحت تأثیر مجموعة من القوى المستویة المتلاقی
.یتلاشى المجموع الجبرى للمركبات الجبریة لھذه القوى فى الاتجاھین المتعامدین   

 قاعدة
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  صصب  + سس ٦ -= ٣ق ، صص ٢ – سسا  -  = ٢ ق ، صص ٣ – سس ٤ = ١ق  إذا كانت القوى 

   ، ب ا و متزنة فأوجد قیمة من  متلاقیة فى نقطة 
  : الحل 

        A       القوى متلاقیة و متزنة   
  B ٠ = صص   ،  مجموع المركبات فى اتجاة ٠ = سساتجاة   مجموع المركبات فى   
  B ٠ = ٦ –ا  ــ ٤     B  ٠= ب  + ٢ ــ ٣           ،      ــ ٢ــ  = ا    B ٥=  ب   
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  : أكمـــــل ما یأتى  ] ١[ 
   فإن محصلة أى قوتین منھا    إذا اتزن جسم تحت تأثیر ثلاث قوى مستویة متلاقیة فى نقطة) ١

  . المضاد ............. و تكون على استقامتھا فى ..............      تساوى فى المقدار 
  
  إذا اتزن جسم تحت تأثیر ثلاث قوى متلاقیة فى نقطة و رسم مثلث أضلاعھ توازى خطوط ) ٢

  ..................لمثلث تكون     عمل القوى الثلاثة و فى اتجاه دورى واحد فإن أطوال أضلاع ا
  : فى الشكل المقابل ) ٣

  عندما كان الخیط ق  نیوتن معلق فى نھایة خیط اتزن بتأثیر قوة أفقیة مقدارھا ٩    جسم وزنھ 
   ٥ ٣٠    یمیل على الرأسي بزاویة قیاسھا 
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  : سم من الحائط فإن ٢٤      حتى اتزن و ھو على بعد 
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  : فى الشكل المقابل ) ٥
      خیط خفیف یمر خلال حلقة ملساء 

    ٢  شM  ١ش داین ، ١٠٠    وزنھا 
  داین ............  = ١ش: فإن           

  داین ............  = ٢ش         ، 
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   نیوتن تؤثر فى نقطة مادیة ، فإذا كانت القوى ١٢ ، ١٠ ، ٨ثلاث قوى مستویة مقادیرھا  ] ٢[ 

  فما قیاس الزاویة بین القوتین الأخرتین ؟       .         متزنة 
                            ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

    ث جم ٣؟    ٤ = ٢ق ث جم ، ٨ = ١قثلاث قوى مستویة و متلاقیة فى نقطة مقادیرھا  ] ٣[ 
  الزوایا الثلاثة بین خطوط عمل القوى الثلاثة  علما أوجد قیاسات .   ث جم  ٤ = ٣ق،        

               .                                                    بأن المجموعة متزنة         
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   سم من نقطتین فى٣٠ سم ، ١٦ ث جم بواسطة خیطین طولاھما ٣٤٠علق ثقل مقداره  ] ٤[ 
  .       ین  سم أوجد الشد فى كل من الخیط١٠٠خط أفقى البعد بینھما         

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
    ١٫٢ متر و طول الاخر ٠٫٥ نیوتن بواسطة خیطین طول أحدھما ٦٫٥علق جسم وزنھ  ] ٥[ 

  .متر وربط الخیطان فى نقطتین من مستقیم أفقى بحیث كانا متعامدین         
                 .                                 فى كل من الخیطین أوجد مقدار الشد        

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
    یط مثبت طرفھ الأخر فى سقف حجرة ثم جذب  ث جم من طرف خ٢٠٠علق ثقل مقداره  ] ٦[ 

   ٥ ٣٠الثقل بقوة أفقیة حتى أصبح الخیط مائلا على الرأسي بزاویة قیاسھا         
  عین مقدار كل من القوة الأفقیة و الشد فى الخیط          

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ا ثقل جرام فى أحد طرفى خیط و ثبت الطرف الثانى للخیط فى نقطة ٧٢علق وزن مقداره  ]٧[ 
    سم ٢٥ بمقدار ا ل تبعد عن  رأسي ز ربط خیط ثأن عند نقطة ب من الخیط الأوعلى حائط        

  . سم ٧و شد فى اتجاه افقى حتى صارت النقطة ب تبعد عن الحائط         
  الثانى   أوجد قوة الشد فى الخیط  الافقى و فى كل من جزأى الخیط         

  
  

١٠٠ 

* * 

١ش ٢ش   
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     ث جم بواسطة خیطین خفیفین یمیل أحدھما على الرأسي بزاویة ٢٠٠علق جسم وزنھ  ] ٨[ 
    ، فإذا كان مقدار الشد فى ٥ ٣٠قیاسھا  ھـ  و یمیل الخیط الأخر على الرأسي بزاویة          

  .  ث جم ، فأوجد ھـ ، مقدار الشد فى الخیط الثانى١٠٠الخیط الأول یساوى          

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   یمر ما على الرأسي بزاویة قیاسھا ھـ  ونیوتن بواسطة خیطین یمیل أولھ) و ( علق وزن  ] ٩[ 
     نیوتن و یمیل الثانى ١٢على بكرة صغیرة ملساء و یحمل فى نھایتھ الأخرى وزنا مقداره         
    و یمر على بكرة صعیرة ملساء و یحمل فى نھایتھ ٥ ٣٠ویة قیاسھا على الرأسي بزا        
   نیوتن ز أوجد مقدار الوزن و قیمة ھـ٨الأخرى وزنا مقداره         

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   بواسطة خیط ، ربط خیط فى نقطة ب من ا   ثقل جرام معلق من نقطة ٤٠٠جسم وزنھ  ] ١٠[ 
     یمر على بكرة صغیرة ملساء مثبتھ و یتدلى فى "الخیط و شد أفقیا بخیط ثان ب حـ          
  ي و الشد فى كل من على الرأس  "ا بأوجد میل .  ثقل جرام ٣٠٠نھایتھ ثقل مقداره           
  "، ب حـ "ا بالخیطین           

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  :مسائل على اتزان جسم على مستو مائل أملس 

 إذا حفظ الجسم ٥ ٣٠ى مستوى مائل أملس یمیل على الأفقى بزاویة قیاسھا وضع جسم عل] ١[

 ٢٠٠ تعمل فى اتجاه أكبر میل للمستوى الى أعلى و مقدارھا ق فى حالة توازن بواسطة قوة  

  .        ث جم فأوجد وزن الجسم و رد فعل المستوى على الجسم 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   نیوتن على مستوى أملس یمیل على الأفقى بزاویة قیاسھا ھـ  و حفظ ٦وضع جسم وزنھ ] ٢[
  زاویة لھا نفس   نیوتن و تمیل على خط أكبر میل للمستوى ب٣؟  ٢توازنھ بواسطة قوة مقدارھا 

   .أوجد قیمة ھـ و رد فعل المستوى على الجسم. القیاس ھـ  لأعلى 
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   ث كجم موضوع على مستوى مائل أملس ٩جسم وزنھ ] ٣[

   و حفظ توازنھ ٥ ٣٠یمیل على الافقى بزاویة       
    ث كجم ٣ ؟  ٣ مقدارھا شبواسطة قوة شد       
  فیھ بالجسم تعمل فى خیط مثبت من أحد طر      
  . و الطرف الآخر فى حائط رأسي       
  أوجد قیاس الزاویة التى یصنعھا الخیطمع الافقى       
  .و مقدار رد فعل المستوى على الجسم       

  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   ٥ ٣٠ ث جم على مستوى أملس یمیل على الافقى بزاویة قیاسھا ٩٠وضع جسم وزنھ ] ٤[
  :أوجد ھذه القوة و رد فعل المستوى . و إذا حفظ الجسم فى حالة توازن بواسطة قوة 

   مع الافقى ٥ ٦٠یاسھا إذا كانت تصنع زاویة ق) ٢(إذا كانت أفقیة                     ) ١(

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  :  مسائل على تلاقى خطوط عمل ثلاث قوى متزنة

  
    نیوتن یؤثر فى مركزھا مستندة على ٢٤ا  سم و وزنھ٦كرة ملساء طول نصف قطرھا ] ١[

   ثبت أحد طرفیھ فى نقطة على سطحھا و .  سم ٤حائط رأسي أملس و معلقة بخیط طولھ       
  أوجد رد فعل الحائط و الشد فى الخیط  . الكرة بالحائط تماماً ثبت الطرف الآخر فوق نقطة تماس 
                                                                                              

 نیوتن تستند على حائط أملس و معلقة بخیط مثبت أحد طرفیھ فى ١٥كرة ملساء وزنھا ] ٢[
   على نقطة تماس الكرة تماما ا  نقطة على سطحھا و طرفھ الاخر مربوط فى الحائط فى نقطة 

  أوجد الضغط على الحائط و الشد فى الخیط. فإذا كان طول الخیط یساوى طول نصف قطر الكرة 
                                                                                         

 نیوتن من طرفیھ تعلیقا مطلقا فى خیطین ٢٦ سم ووزنھ ١٣٠علق قضیب منتظم طولھ ] ٣[
  ما ھو الوضع الذى .  سم ١٢٠ سم و طول ٥٠مربوطین فى نقطة واحدة و كان طول أحدھما 

  ؟       یكون فیھ القضیب متزنا ؟ ز ما ھو مقدار الشد فى كل من الخیطین 

٩ 

 ر
٣؟  ٣  

٣٠ 

 ھـ
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كرة مصمتة ترتكز على فضیبین متوازیین یقعان فى مستوى أفقى واحد و البعد بینھما ] ٤[
أوجد الضغط على كل من القضیبین إذا كان وزن الكرة یساوى . یساوى طول نصف قطر الكرة 

   نیوتن                                                      ١٠
  
 نیوتن یؤثر فى منتصفھ علق من طرفیھ بحبلین ١٢ سم ووزنھ ٨٠قضیب منتظم طولھ ] ٥[

   سم ٤٨ثبت طرفاھما فى  مسمار فى السقف فإذا كان الحبلان متعامدین و طول أحدھما 
  ن القضیب معلقاً تعلیقاً مطلقاً و فى حالة توازن فما مقدار الشد فى كل من الحبلین عندما یكو

  
 ، ربط ا یمكنھ الدوران بغیر عائق فى مستوى رأسي حول مفصل فى   "ا ب قضیب منتظم ] ٦[

 تماماً و یحمل ثقلا یساوى نصف ثقل ا طرفھ الاخر ب بخیط یمر على بكرة ملساء عند جـ أعلى 
  ا ب = ا ج لافقى فى حالة التوازن إذا علم أن أوجد قیاس زاویة میل القضیب على ا. القضیب 

                                                                                                          
   على حائط رأسي أملسا  نیوتن یسند بطرفھ ١٢ سم ووزنھ ٤٠ قضیب منتظم طولھ "ا  ب] ٧[

= وط أحد طرفیھ فى نقطة جـ من نقط القضیب حیث ب ج و محمول بواسطة خیط خفیف مرب
إذا كان القضیب یمیل ا   سم و مربوط طرفھ الاخر فى نقطة ء تقع على الحائط راسیاً فوق ١٠

  . فى وضع التوازن فأوجد مقدار الشد فى الخیط ، رد فعل الحائط ٥ ٦٠على الرأسي بزاویة 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  :مسائل على اتزان جسم تحت تأثیر مجموعة من القوى  
  
  : فى الشكل المقابل ] ١[

   نیوتن ٣؟  ٧  ، ٣؟  ٥،  ٢ق،  ١ق     قوى مقادیرھا 
  و تصنع مع محور السینات ) و (     تؤثر فى النقطة 

  .    زوایا قیاساتھا مبینة بالشكل 
  علما بأن المجموعة متزنة  ٢ق،  ١ق    أوجد 

  
  

        
]٢[  
  
  
  

٣٠ 

٦٠ 

/ص  

١ق ٢ق   

٣؟  ٧ ٣؟  ٥   

٣٠ 

٦٠ 
 س

 ص

 و
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  :الوحدة الثانیة 
  *الدینامیكا * 

لمجموعة من المؤثرات نطلق علیها حركة الأجسام الناتجة عن تعرضها هى علم یختص بدراسة 
  .و تبحث فى خصائص الحركة من الوجهة الهندسیة اسم القوى 

   : الحركة المستقیمة* 
   :رمتجھ الموضع 

  .المرصود الجسم موضع ونهايته الراصد موضع بدايته الذي المتجه هو

   :  ف متجھ الازاحة 

  ابتدائى فى لحظة معینة )  ا  ( ھو انتقال جسم من موضع 

  فى لحظة تالیة ) ب ( إلى موضع أخر لھ 

  ب   ا   و یمثل بالقطعة المستقیمة  

  : )مقدار المسافة (  ر الإزاحةمعیا

 ب  و لكنھ قد یساوى أو لا یساوى  المسافة الحقیقیة ا ھو طول القطعة المستقیمة || ب ا  || 
  لان ذلك یتوقف على حركة الجسم ) ب ( إلى ) ا  ( التى قطعھا الجسم بانتقالھ من 

    كم -   م  –  سم  -مم    : وحدات معیار الازاحة

   :تجھى الموضع و الازاحةالعلاقة بین م* 

   )٢ ، ص٢س(، ب  ) ١ ، ص١س(ا ھى موضع المشاھد ، ) و ( إذا كانت 
  ھما موضعا الجسیم عند لحظتین متتالیتین فإن 

   ف ھو متجة الازاحة للجسیم و لیكن   ا ب  
   

  .  ر -  ر     =ف       
  

     " ٢)١"ص"ــ " ٢"ص"( "+ " ٢)"١س" – "٢س( ؟=     || ف||   ، 
 B   اتجاه الحركة    ( ف     متجة وحدة فى اتجاهى    ، ى ||     ف   ||  =  ف(  
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     یعطى كدالة فى الزمن بدلالة متجھى الوحدةریتحرك جسیم بحیث كان متجة موضعھ  : مثال 
   صص ) ١ – ن ٤ + ( سس ) ٢+  ن ٣ = ( ر :    بالعلاقة صص ، سس        الأساسیین  

   ٤=      أوجد المسافة المقطوعة حتى اللحظة ن    
   ]٣=  الى ن ١=  من ن ففى نفس المثال أوجد        [ 

     صص ــ  سس  ٢ ) = ٠ ( ر:  الحل 

  صص ١٥ + سس ١٤ = صص ) ١ – ٤ × ٤ + ( سس ) ٢ + ٤ × ٣ ) = ( ٤ ( ر        ، 

         B  صص ١٥ + سس ١٢ ) = ١ - ، ٢( ــ  ) ١٥ ، ١٤ ) = ( ٠ ( رــ   ) ٤ ( ر = ف  

         B  ||  وحدة مسافة ٢٠ = "٢)"١٥" (" +"٢)"١٢ (؟=     || ف    

  صص ١١ + سس ١١) =٣ (ر،     ، صص ٣ ــ سس  ٥) = ١ (ر: فى نفس المثال 

                                    B  صص ١٤ + سس ٦ ) = ٣ -  ،٥(ــ  ) ١١ ، ١١) = ( ١ (رــ  ) ٣ (ر = ف  

          B  ||  وحدة مسافة ٥٨؟   ٢ = "٢)"١٤" (" +"٢)" ٦ ( ؟=     || ف     

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ویقصد بذلك  ) س /  كم ٥٠تكتب (  كم فى الساعة  ٥٠إذا كانت سرعة سیارة : عة السرمقدار

                      أن  مقدار السرعة بالمسافة المقطوعة خلال فترة زمنیة محددة
  .                    وفى كثیر من الاحیان لا یكفى مقدار السرعة فقط بل یلزم تحدید إتجاھھا 

    :متجه سرعة
ھ سرعة الجسیم ھو المتجھ الذى معیاره یساوى قیمة السرعة وینطبق اتجاھھ على اتجاه متج

  .الحركة 
  ث/ سم   ،     ث / متر ،      ساعة /  كم     :وحدات قیاس معیار السرعة

  التحویل من وحدات كبیرة الى صغیر نضرب و العكس نقسم       
  س / كم =          ث /  م ١     Eث       / م =         س /   كم ١     

  س/ كم =          ث /  سم ١     E      ث/ سم =        س /  كم ١ ،   
  

  س/  كم ٥٤=  ×       ١٥= ث /  م ١٥ث  ، /  م ٢٥=  ×      ٩٠= س /  كم ٩٠:  مثلا 
  

٥ 
١٨ 

٢٥٠ 
٩ 

١٨
٩ ٥ 

٢٥٠ 
٥ 

١٨ 
١٨
٥ 
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   :الحركة المنتظمة* 
  أى الجسیم یتحرك فى ( رعة ثابتاً    ھى الحالة التى یكون فیھا كل من معیار واتجاه متجة الس

  )     اتجاه ثابت حیث یقطع مسافات متساویة فى فترات زمنیة متساویة 

  ن  ع = ف   أو    ع ن= ف   :     ع ، ف    و تكون العلاقة بین
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   : مقدار السرعة المتوسطة
إذا كانت سیارة تتحرك بسرعات متفاوتة بین مدینتین و كانت المسافة بین المدینتین ف و كان 

  الزمن المقطوع خلال الرحلة ن فإن
   =  م عوسطة                                              السرعة المت

  إذا كان عداد المسافات فى إحدى السیارات یشیر إلى الصفر ، و بعد ربع ساعة أصبح :مثال 
  علماً بأن السیارة تحركت فى اتجاه ثابت. فأحسب السرعة المتوسطة .  كم ١٨        یشیر إلى 

  : الحل 
  س/  كم ٧٢    =  =                      =        م           السرعة المتوسطة ع 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  : متجھ السرعة المتوسطة

 على م عنرمز له  و٢ ، ن١متجه السرعة المتوسطة للجسم بین لحظتین زمنیتین متتالیتین ن
  ) ١ن  – ٢ن( أنه خارج قسمة متجه إزاحة الجسم بین هاتین اللحظتین على الفترة الزمنیة 

   ١ متجه موضع الجسم عند اللحظة ن١ ر:إذا كان 
  ٢ متجه موضع الجسم عند اللحظة ن٢ر   

  
   = =             م ع    
  

  : وعلى ذلك 
        ى=        =      م ع :   السرعة المتوسطة ) ١

 

 المسافة الكلیة
 الزمن الكلى

 ف
١ ن- ٢ن  

١ر - ٢ر  
١ ن- ٢ن  

 ف
 ن

 ف
 ن

 ى
+ 

 ف
 ن

لمسافة الكلیةا  
 الزمن الكلى

   ١٨  
٠٫٢٥ 
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   ٢مسافة ف) جـ ( ثم إلى ) ب (   إلى ١مسافة ف ) ا (  الحالات المختلفة لحركة جسم من )٢
  :  على الترتیب ٢ ، ن١     خلال الفترتین الزمنیتین ن

  
          ى =                       م  ع: فى اتجاه واحد       * 

  
  ى  =                             مع :   فإن ٣فى فترة زمنیة ن) ب ( عند  إذا توقف الجسم *     
  :  فى إتجاھین متضادین  *    

        
  ى         =                       م                  ع 

   ١  متجھ وحدة لھ نفس إتجاه  فى یجب تحدید  -١ : ملاحظة ھامة  
  متجة السرعة المتوسطة قد یكون موجب إذا كان فى اتجاه الحركة -٢                       

                               و سالب إذا كان فى عكس اتجاه الحركة 
  ف  =  ٢ف =  ١ف: إذا عاد الجسم إلى نقطة البدایة فإن -٣                       

   ف ٢= مسافة المقطوعة       ، ال٠ =   م ع                             ،  
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
  
  
  
  

  : الحل 
  
  
  
  

  
  
  
  
  

٢ف + ١ف  
٢ ن+ ١ن  ى 

+ 

 ب
 ج ا

٢ف + ١ف  
٣ن + ٢ ن+١ن  

٢ف - ١ف  
٢ ن+ ١ن  
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  :متجه السرعة اللحظیة 
   ًجدا صغیرة )١ ن– ٢ن ( إذا كانت الفترة الزمنیة 
  فى هذه متجه السرعة فإن  متوسطها اللحظة نو

   عند اللحظة ناللحظیةالحالة یعرف بمتجه السرعة 
  ویرمز له بالرمز ع  
  
  
  

  إذا تحرك جسیم حركة منتظمة فى فترة محددة فإن متجھ السرعة المتوسطة ھو :  ملاحظة
  .               نفسھ متجھ السرعة المنتظمة لھا 

  س / عداد السرعة للسیارة یعطى قیمة السرعة اللحظیة بالكم :   مثلا              
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  س ثم عادت فقطعت/  كم ٦٠تقیم بسرعة  كم على طریق مس٨٠قطعت سیارة مسافة : مثال
  .س فى الاتجاه المضاد/  كم ٤٥ كم بسرعة ٦٠        مسافة 

 .أوجد سرعتھا المتوسطة خلال الرحلة كلھا         

    :الحل 
  ب ا        نفرض  ى  متجھ وحدة لھ نفس إتجاه    

  
  ساعة   =        =        ٢ساعة     ، ن  =         =         ١        ن

  
  ساعة  =        +       =          ٢ن + ١ن=          ن  

  
    ى   ٢٠=   ى   ٦٠  ى  ــ   ٨٠=        ف  

       B   ى٧٫٥= ى    ×       ٢٠ =  ى =     مع    
  

  ولى س  فى إتجاه  حركتھا الأ/  كم ٧٫٥سرعة السیارة المتوسطة مقدارھا :        أى أن 
  

٨٠ 
٦٠ 

٤ 
٣ 

٦٠ 
٤٥ 

٤ 
٣ 

٤ 
٣ 

٤ 
٣ 

٨ 
٣ 

٣ 
٨ 

 ف
 ن
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   دقیقة بسرعة متوسطة٣٦قطع قطار المسافة من المدینة أ إلى المدینة ب فى   :مثال 
     كم ١٥ساعة ، الـ /  كم ٧٥ كم الأولى  بسرعة ١٥ساعة فإذا قطع الـ / كم  ٧٠         

  .فما سرعته المتوسطة فى المسافة الباقیة  . ساعة /  كم ٦٠التالیة بسرعة           
  :الحل 

   كم ٤٢=  ×       ٧٠= الزمن×السرعة المتوسطة =  المدینتین لمسافة بینا
   كم ١٢ ) = ١٥ + ١٥ ( – ٤٢=  المسافة الباقیة ∴  

   دقیقة ١٢ = ٦٠× =      ساعة  =       =       ١ن   
   دقیقة١٥ = ٦٠× =       ساعة  =        =       ٢ن   
  ساعة=        =       دقیقة ٩) = ١٥ + ١٢ (– ٣٦=  زمن المسافة الباقیة ∴
  ساعة/  كم ٨٠=  ×      ٢=  ÷      ١٢= السرعة المتوسطة فى المسافة الباقیة ∴

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   ساعة ثم استراح لمدة       / كم١٢ة فقطع النصف منها بسرعة قام طالب برحلة على دراج :مثال

  رق فى الرحلة كلها فإذا استغ .ساعة /  كم ٨ساعة ثم قطع النصف الثانى بسرعة            
  .أوجد المسافة الكلیة  . ساعات ٣      
   ف كم٢= نفرض أن المسافة :الحل

   ساعة =     زمن قطع النصف الأول 

  ساعة=     زمن قطع النصف الثانى 

  ساعة=      زمن الاستراحة 

∴     +      +          =٣       ∴                      =  

   كم ٢٤=  المسافة الكلیة ∴         كم١٢ =    ×          =      ف ∴

٣٦ 
٦٠ 

١٥ 
٧٥ 

١ 
٥ 

١ 
٥ 

١٥ 
٦٠ 

١ 
٤ 

١ 
٩ ٤ 

٦٠ 
٣ 
٣ ٢٠ 

٢٠ 
٢٠ 
٣ 

١ 
٢ 

 ف
١٢
 ف ١
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 ف
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 ف
١٢ 

١ 
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  س ثم قطع /كم ١٨كم بسرعة  ٢٧ أ ، ب على طریق مستقیم مسافة  تتحرك سیارتان :مثال
   :أوجد السرعة المتوسطة خلال الرحلة كلھا إذا كانت. س / كم١٢كم بسرعة  ٩مسافة         
  الازاحتان فى أتجاھین متضادین ) ٢    (   الازاحتان فى أتجاه واحد ) ١(        
  : الحل 

   إذا كانت الازاحتان فى أتجاھین متضادین  أتجاه واحد             إذا كانت الازاحتان فى

   كم ١٨ = ٩ – ٢٧=  كم                                ف ٣٦ = ٩ +٢٧=  ف

  ٢٫٢٥=      +       = من الكلى  ساعة         الز٢٫٢٥=       +      = الزمن الكلى 
  
  س/كم٨ = ــــــــــ= ) =                 المتوسطة( ع     ــــــــ) =                  = المتوسطة( ع 
  

   س/ كم١٦                = 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  )٦ ، ٤( ، ب ) ٢ ، ٧( ا  ثوان عند الموضعین ٨ ، ٣تواجد جسیم عند لحظتین زمنیتین : مثال 
  خلال ھذه الفترة الزمنیةأوجد متجة السرعة المتوسطة للجسیم .          على الترتیب 

  . ھذه السرعة          ، ثم أوجد معیار و اتجاه
  : الحل 

   )١ر( ا          متجة الموضع الابتدائى و 
   )٢ر(          متجة الموضع النھائى و ب 

   )ف(  ا  ب            متجة الازاحة 

   ١ ــر  -      ٢ ر =   ف           
   ) ٦ ، ٤( ــ  ) ٢ ، ٧              = ( 
 ) =              ٤ - ، ٣ (   

A  م ع              =  =  

  
 )      =          ٤ - ، ٣ (   

  
       )  =                ،(  

  
     ٥ ١٢٦ / ٥٢//  ١٢      =١ ــ    وحدة سرعة  ، ظا١ = ٢لم  )لم(   لم+ لم ٢لم(    )بم  =  ||  م ع    || 

٢٧ 
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٩  
١٢ 

 الازاحة الكلیة
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٢٫٢٥ 

٢٧ 
١٨ 

٩  
١٢ 
 الازاحة الكلیة
 الزمن الكلى 

١٨ 
٢٫٢٥ 

× 

× 

-٨ ٧ ٦ ٥ ٤ ٣ ٢ ١  ١  

٧ 
٦ 
٥ 
٤ 
٣ 
٢ 
١ 

 

-١ 



 ا

 ب

 و

 ف
١ ن- ٢ن  

 )٤ - ، ٣(  
      

٣ – ٨  
١  
٥ 

٤- 
٥ 

٣  
٥ 

٣  
٥ 

٤- 
٥ 

٤- 
٣ 



الصف الثانى الثانوى تطبیقات على الریاضیات                                                               
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
٠١١٥٤٨٠٢٨١١/ خالد المنفلوطى       معلم خبیر ریاضیات       ت/ اعداد الاستاذ   

71 

 * السرعة النسبیة *
فمـن منـا لـم یتخیـل ولـو مـرة واحـدة أن . لمـشاهد الحركة مفهوم نسبى قد یتغیر وصـفها بتغیـر ا

أعمدة الإنارة تبدو وكأنها تتحرك بینما هو جالس فى قطار بدأ حركته من المحطة ببطء أمـا إذا 
نظرت من خلال نافذة القطار إلى السیارات المتحركة فى نفس اتجاه حركـة القطـار نفـسها فإنهـا 

العكـس لـو أن الـسیارة تتحـرك فـى عكـس الاتجـاه تبدو لك أنها متحركة ببطء شدید بینما یحـدث 
  .وهذه الظواهر تؤكد مفهوم نسبیة الحركة . لحركة القطار 

   :مفهوم السرعة النسبیة
  أن) ا(ھى السرعة التى یبدو للجسیم ) ب(بالنسبة لجسیم آخر ) ا (السرعة النسبیة لجسیم 

  .فى حالة سكون ) ب(یتحرك بھا لو اعتبرنا الجسیم 

  :سرعة النسبیة متجه ال
ــر الجــسمین   ع ، ب وأن انعتب

ا
) و (  متجهــى ســرعتى الجــسمین بالنــسبة لمــشاهد ب ع  ، 

ـــــإذا فرضــــــــــــنا أن شخــــــــــــصا موجــــــــــــودا علــــــــــــى الجــــــــــــسیم  ــــــــــــى ســــــــــــطح الأرض فـــــــ ًعل ً  
اب ع متحرك معه ورصد حركـة الجـسیم ب وأنـه وجـد أن متجـه سـرعة الجـسیم ب هـى ا

 حیـث 
   اتسمى متجه سرعة ب بالنسبة إلى 

عالعلاقة بین وتكون 
ا

اب ع ، بع ، 
   :هى  

اب ع       
ع ـــ  بع = 

ا
)             ١ (  

  ) ] ب ( ، المرصود  ) ا( الراصد    [ ا  سرعة ب بالنسبة الى 
ع     

ع = ب ا
ا  
               بع ـــ  

   ) ]ا( ، المرصود ) ب(الراصد [  بالنسبة الى ب   ا  سرعة 
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  ) :ب ( و  ) ا( ختلفة لحركة الجسمین الحالات الم** 
  :السرعة النسبیة لجسمین إذا كانا یتحركان فى اتجاه واحد 

   ا متجه سرعة -متجه سرعة ب  = اأى أن متجه سرعة ب بالنسبة إلى 
ا ب  ع 

 ع ـــ  ب ع= 
ا

     ) ١(      
 وبالتالى تكون   

ع = ب ع  
ا

اب ع + 
)    ٢ (  

 ع إذا كان :ملاحظة 
ا

 ع  فإن ب ع = 
    ٠ = ا ب ع    ، ٠= ب ا

  :  إذا كان الجسمین یتحركان فى اتجاهین متضادین
اب ع : فإن   

ع - (– بع = 
  ) ا

ع + ب ع=  اب ع  : أى أن   
  ا

 عإذا كان  : ملاحظة
ا

 عفإن   ب ع = 
 ع ٢ =  با

ا
   ب ع ٢=   

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ــــــــــ
  
  
  
  
  

  : الحل 
  
  
  
  
  
  
  

 ب ا
 + ى

 ب ا
 + ى
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  :الحل 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 المسافة   ساعة ٢=             =          =  الزمن 
 السرعة

١٠٠ 
٥٠ 
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/  كـم٣٠علـى الطـرق الـصحراویة بـسرعةة تتحرك سیارة الرادار المخصـصة لمراقبـة الـسرع: مثال
ساعة راقبت هذه السیارة حركة شـاحنة قادمـة فـى الاتجـاه المـضاد فبـدت وكأنهـا تتحـرك بـسرعة 

  .فما هى السرعة الفعلیة لحركة الشاحنة . ساعة /  كم ١١٠
  :الحل 

  
   ب متجه وحدة فى اتجاه حركة الشاحنة وأن سرعتها ع ى بفرض

   ى ٣٠ - = أرعة سیارة الرادار ع وبالتالى متجه س 
   )ى  ٣٠- ( -  بع  = ى ١١٠ ∴        أ ع - بع  = ب أ ع ∵
       ى ٨٠  =  ى٣٠ –  ى١١٠  = ب    ع ∴    ى  ٣٠  + بع  = ى ١١٠  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
س / كم٩٠س ، /كم ٦٠طریق مستقیم بالسرعتین نفس  ، ب على اتتحرك سیارتین : مثال 

   بالنسبة لـ باسرعة ) ٢ (           اعة ب بالنسبة الى سر) ١: (أوجد      بيناوفى أتجاه ب 
   كم فبعد كم دقیقة یمكن أن یلتقیا١٠وإذا كانت المسافة بینھما                                       

  :الحل 
  س /كم ٣٠ = ٦٠ – ٩٠ =  ا  ع– ب ع = اب  ع       

  س /  كم ٣٠  تشعر و كأن السیارة ب تسیر أمامھا و تسبقھا بسرعة االسیارة :   أى أن 

  س / كم٣٠- = ٩٠ – ٦٠ = ب  ع– ا ع =  ب ا ع      
  س / كم٣٠بسرعة ) تتقھقر (   تسیر نحوھا االسیارة ب تشعر و كأن السیارة  :   أى أن
   دقیقة ٢٠= ساعة =           =       =        الزمن اللازم للالتقاء         

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  تتحرك سیارتان على نفس الخط المستقیم فى أتجاھین متضادین فإذا كانت المسافة : مثال 

  س وتقابلتا بعد دقیقتین  / كم  ٧٠ وسرعة أحدى السیارتین  كم ٤بینھما           
  ٠فما ھى السرعة الفعلیة للسیارة الاخرى           

  : ل الح
  س/  كم١٢٠ = ٣٠ × ٤=  ÷      ٤ =            =  اب  ع          

 + ى ب ا

 المسافة
 السرعة

١٠ 
٣٠ 

١ 
٣ 

 ب ا
 المسافة
 الزمن

٢  
٦٠ 
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  س/ كم ٥٠ = ٧٠ – ١٢٠ = ب عB    ١٢٠ = ٧٠ + ب ع   B     ١٢٠ = أ ع + ب ع                            
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ                                  ـــــــــــــــــــــ

    كم من المیناء مرت ٤٥تتحرك باخرة فى مسار مستقیم نحو میناء ولما صارت على بعد : مثال 
  س ورصدت حركة الباخرة فبدت لھا / كم٢٥٠رعة فوقھا طائرة فى الاتجاه المضاد بس         

  .ى المیناءإل الباخرة كم من الوقت یمضي  حتى وصولس أحسب / كم٢٦٥متحركة بسرعة      
  :الحل 

                 الباخرةع  + الطائرةع  =  الباخرة بالنسبة للطائرة       ع

  الباخرة ع  + ٢٥٠  = ٢٦٥       
  س /  كم ١٥ = ٢٥٠ – ٢٦٥ =  الباخرة        ع

  
   ساعات٣=            =       =  الزمن        

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   ستقیم بقیاس سرعة سیارة نقل قادمة فى الاتجاه قامت سیارة شرطة متحركة على خط م :مثال 

   س ولما خفضت سیارة الشرطة سرعتھا /كم١٨٠المضاد وعلى نفس الطریق فوجدتھا         
    ١٥٠الى ثلثى سرعتھا السابقة وأعادت قیاس السرعة النسبیة لسیارة النقل فوجدتھا         
  . من السیارتینأحسب السرعة الفعلیة لكلا . س /كم        

   سرعة سیارة الشرطة أبفرض ع : الحل 
   سرعة سیارة النقل ب  ع                 

                      )١(   ١٨٠ = أ ع + ب    عB      ١٨٠ =  ب أ ع
                    )٢( ١٥٠ = أع +     ب    عB      ١٥٠ = ب أ ع

  :   نجد ١ من ٢بطرح 
  س /  كم ٩٠ = أ  ع B  ٣٠ = أ ع                                 

                                             B س/  كم ٩٠ = ٩٠ – ١٨٠ = ب  ع  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 تدریب : قامت سیارة أ متحركة على طریق مستقیم وبقیاس السرعة النسبیة لسیارة ب قادمة  
ولمـا خفـضت الـسیارة أ سـرعتها إلـى . سـاعة /  كـم ١٤٠فى الاتجـاه المـضاد فوجـدتها         

ساعة / كم١٢٠للسیارة ب أصبحت النصف وأعادت القیاس وجدت أن السرعة النسبیة   
 فما السرعة الفعلیة لكل من السیارتین ؟         

 المسافة 
 السرعة

٤٥ 
١٥ 

 ا

 ى ب

 نقل شرطة
 أ ب

٢ 
٣ 

١ 
٣ 
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 تمارین على السرعة النسبیة
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ى *  ن ح ن ة ( م ع ر س ل ن –ا م ز ل ا  (:   

  بتغیر السرعة ) العجلة ( یرتبط مفھوم التسارع  

   :قابلالشكل الم فى 
   مع الزمن و تكون الحركة متسارعةتزداد قیمة السرعة 

  )باعتبار السرعة موجبة ( موجباً ) العجلة( و یكون التسارع 
  

   : الشكل المقابلفى 
  تناقص قیمة السرعة مع الزمن و تكون الحركة تقصیریة 

  )باعتبار السرعة سالبة ( ویكون التسارع سالباً 
  

  .مع الزمن تكون الحركة منتظمة وإذا كانت السرعة ثابتة 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   :انواع الحركةتذكر 

   :الحركة المنتظمة*
  أى الجسیم یتحرك فى ( یار واتجاه متجة السرعة ثابتاً    ھى الحالة التى یكون فیھا كل من مع

  صفر= و تكون العجلة )     اتجاه ثابت حیث یقطع مسافات متساویة فى فترات زمنیة متساویة 

      ع ن= ف   :     ع ، ف    و تكون العلاقة بین 
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  :الحركة المتغیرة* 
   فى كلیهما من أو قدار أو فى الاتجاهالجسیم فى المهى الحركة التى یتغیر فیها متجه سرعة   

    متغیرةحركة متغیرة أو أنه یتحرك بعجلةفإننا نقول أن هذا الجسیم یتحرك .لحظة إلى أخرى    

   : الحركة منتظمة التغیر* 
  منتظم إذا كان متجة العجلة) عجلة (   یقال أن الجسم یتحرك حركة منتظمة التغیر أو بتسارع 

  .جاھاً لجمیع الأزمنة   ثابتاً مقداراً وات
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  س/  كم ٣٦س إلى /  كم ٢٤تتحرك فى خط مستقیم من ) ا(إذا تغیرت سرعة سیارة : مثال 
  من تتحرك فى نفس الخط المستقیم ) ب( ثوانى ، و تغیرت سرعة سیارة ٥    خلال      

  أیھما یتحرك بتسارع أكبر ؟ فسر ذلك. س خلال نفس المدة /  كم ٣٠س  الى /  كم ١٢        
  : الحل 

  ث/  م ٣٫٣= س  /  كم ١٢ = ٢٤ – ٣٦= ا  فى سرعة السیارة الزیادة       
  ث/  م ٥= س /  كم ١٨ = ١٢ – ٣٠= ة السیارة ب   الزیادة فى سرع     

   ٢ث/  م  ٠٫٦٦=                        =       =  ا للسیارة ج                جـ

  ٢ث/  م ١=      =  للسیارة ب ج         

   ا واضح أن سرعة السیارة ب تزید عن سرعة السیارة        
  ا أكبر من السیارة        و بالتالى السیارة ب تتحرك بعجلة

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
     
  

  ظمةتوجد ثلاث معادلات أساسیة تربط بین المسافة والسرعة والعجلة والزمن فى الحركة المنت
  
  
  
  
  
  
  
  

 التغیر فى السرعة 
 الزمن

٥ 
٥ 

٣٫٣ 
٥ 

 معادلات الحركة منتظمة التغیر
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   :ملاحظات ھامة
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  تعمل٢ث /  سم٥ث و بعجلة منتظمة /  سم ٢٠بدأ جسیم حركتھ فى اتجاه ثابت بسرعة : مثال 

  : أوجد .         فى نفس اتجاه متجھ السرعة الابتدائیة 
  .سرعتھ فى نھایة دقیقة واحدة من بدأ الحركة ) أ        ( 
  س/ كم  ١٨الزمن الذى یمضى من بدء الحركة حتى تصبح سرعتھ ) ب       (
  : الحل 

          نفرض الاتجاه الموجب ھو اتجاه حركة الجسیم 
   ثانیة ٦٠=  ، ن ٢ث/  سم ٥= ج ث  ، /  سم ٢٠=  ٠ ع        

  ث /  سم ٣٢٠ = ٦٠ × ٥ + ٢٠= ع   B    نجـ  + ٠ ع = ع A) أ         ( 
   ٢ث/  سم ٥= ج ث  ، / سم  ٥٠٠=  ×        ١٨= ث  ، ع /  سم ٢٠ = ٠ ع) ب        (

              A نجـ  + ٠ ع = ع    B ن × ٥ + ٢٠ = ٥٠٠   B ٤٨٠ = ن ٥      
              B  ثانیة ٩٦ = ن   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  .نصف دقیقةث فى زمن قدره /  م ٣س الى /  كم ٥٤یتحرك جسیم فتغیرت سرعتھ من : مثال 

  .أن یسكن لحظیاً ؟ فسر إجابتكھل یمكن لھذا الجسیم .          أوجد مقدار عجلة الحركة
  : الحل 

  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   وبسرعة ابتدائیة٢ث/  سم ٥بدأ جسیم حركتھ فى خط مستقیم بعجلة منتظمة : تدریب
  :أوجد سرعتھ بعد . ث فى عكس اتجاه العجلة /  سم ٢٠       

  مرور خمس ثوانى ) ٢(    مرور ثلاث ثوانى ) ١(        

٢٥٠ 
٩ 
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   :العلاقة بین المسافة و الزمنثانیا 
  : فإن ع بعد زمن ن أصبحت سرعتھ ٠ عئیةیتحرك جسیم بعجلة منتظمة بسرعة ابتدا

   ٢جـ ن+       ن ٠ع=                                   ف 
  

  ازاحة الجسیم) =  الزمن –السرعة ( المساحة تحت منحنى 

   :ھامةملاحظات 
   ٢جـ ن=     ف : إذا كان الجسیم یتحرك من سكون فإن ) ١

  ة منتظمةع ن أى العجل= ف :  فإن ٠= إذا كان جـ ) ٢

  ثلاث ادوات تؤثر على سرعة سیارة دواسة الوقود) ٣
       و دواسة الفرامل ثم عجلة القیادة فى تحدید اتجاه الحركة

   ٠= عندما یقف الجسم تكون ع ) ٤

  إذا تحرك جسیم بتقصیر منتظم فإنھ یستمر فى الحركة لفترة زمنیة محدودة ثم یتوقف) ٥
  ة فى الاتجاه المضادیتحرك حركة متسارع  بعدھا أو    

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  س ، ضغط السائق على دواسة الفرامل بحیث تناقصت /  كم ٩٠سیارة تتحرك بسرعة : مثال 
  :احسب .  ثوان ٥      السرعة بمعدل ثابت حتى توقفت بعد مرور    

  .عجلة السیارة خلال تناقص السرعة ) أ          ( 
  المسافة التى قطعتھا السیارة حتى توقفت حركتھا تماماً) ب         (

  :الحل 
  ث /  م ٢٥=   ×        ٩٠= س  / كم ٩٠ )  أ ( 

   ثوان ٥= ، ن  ٠ = عث  ، /  م ٢٥= ٠ع         

          A  جـ ن       + ٠ع = عB ٥× جـ  + ٢٥ = ٠       B ٢ث/  م ٥ــ =   جـ     

   ٢ث/  م ٥          أى أن السیارة تتحرك بتقصیر منتظم مقداره  

    متر٦٢٫٥ = ٢)٥(×  ) ٥ -( ×  +    ٥ × ٢٥= ف B      ٢جـ ن+     ن  ٠ع=   ف A) ب(
  
  

١ 
٢ 

١ 
٢ 

٥ 
١٨ 

١ 
٢ 

١ 
٢ 
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  ث أفقیاً فتحركت فى خط مستقیم حركة تقصیریة /  م ٢٠یرة بسرعة قذفت كرة صغ: مثال 

   ثانیة من بدء الحركة٢ عین موضع الكرة ، و سرعتھا بعد مرور ٢ث/        بعجلة منتظمة    م 
  :الحل 

  ؟ = ؟   ، ع =  ثانیة  ، ف ٢=  ، ن ٢ث/ ــ      م = ث  ، جـ /  م ٢٠ = ٠        ع

   ٢ )٢( × ــ     ×  +     ٢ × ٢٠ = ٢    جـ ن+  ن ٠ع=         ف 

   مترا ٣٩ = ١ ــ ٤٠                                       = 

  . مترا من بدء الحركة ٣٩        الكرة تكون على بعد 

  ث /  م ١٩ = ٢×  ــ      ٢٠= جـ ن  + ٠ع=         ع 

  ث /  م ١٩ ثانیة تساوى ٢        سرعة الكرة بعد 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   :العلاقة بین السرعة و الازاحة: ثالثا 

  A جـ ن   بتربیع الطرفین  + ٠ع=  ع  

  B٠ع =  ٢ ع
٠ع=  ٢ ن٢جـ+  ن ٠ ع٢ + ٢

   )٢جـ ن +     ٠ع(  جـ ٢ + ٢

  ٢جـ ن+      ن ٠ع= ف :   فى العلاقةبالتعویض 

                B ٠ع =  ٢ع
  ف جـ ٢ + ٢

  
   السرعة الابتدائیة ، ع السرعة النھائیة ، جـ العجلة المنتظمة ٠    ع

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  س بعد أن قطعت مسافة /  كم ١٨س الى /  كم ٤٥نقصت سرعة سیارة بانتظام من : مثال 

  .أوجد المسافة التى تقطعھا بعد ذلك حتى تسكن .  مترا ٦٢٥         
  :  الحل

  
  
  
  

  ث/  م ٥=   ×       ١٨=  ، ع ث /  م ١٢٫٥    =×     ٤٥ = ٠ع: الحالة الاولى 
  

١ 
٢ 

١ 
١ ٢ 

٢ 
١ 
٢ 

١ 
٢ 

١ 
٢ 

١ 
١ ٢ 

٢ 
 

س/كم ٤٥ = ٠ع   

  متر٦٢٥
 ا

 ب
 ء

س/كم ١٨= ع   

؟ = ف   

  ٠= ع 
 
 حـ

٥ 
١٨ 

٥ 
١٨ 
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                   A ٠ع = ٢ ع
   ٦٢٥× جـ  × ٢ + ٢)١٢٫٥ = (٢)٥  (B     جـ ف ٢ + ٢

                   B ٢ث/  م ٠٫١٠٥ــ =  جـ   

   ٢ث/  م ٠٫١٠٥ــ =   ، جـ ٠= ، ع ث   /  م ٥ = ٠ ع: الحالة الثانیة 

                  A ٠ع = ٢ ع
  ف  ٠٫١٠٥ × ٢ ــ ٢)٥(  =٠   B           جـ ف٢ + ٢

                 B مترا  ١١٩٫٠٤=   ف  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   سم٥٠ث فغاصت فیھا مسافة /  م ١٠٠ على كتلة خشبیة بسرعة أطلقت رصاصة أفقیا: مثال 
كتلѧة  أوجد العجلة التى تتحѧرك بھѧا الرصاصѧة إذا علѧم أن العجلѧة منتظمѧة و إذا تѧم إطلاقھѧا علѧى                

فمѧا ھѧى الѧسرعة التѧى تخѧرج بھѧا الرصاصѧة مѧن         .  سѧم   ١٨خشبیة أخرى مماثلة للاولى سѧمكھا       
  .الكتلة الخشبیة 

  : الحل
  
  
  

  نفرض اتجاه حركة الرصاصة ھو الاتجاه الموجب                      

   م٠٫٥=  سم ٥٠= ث   ، ف /  م ١٠٠ = ٠   ، ع٠= ع : الحالة الاولى 

                   A ٠ع = ٢ ع
   ٠٫٥×  جـ ٢ + ٢ )١٠٠ = ( ٠  B           جـ ف٢ + ٢

                   B ٢ث/  م ١٠٠٠٠ــ =  جـ   

   م ٠٫١٨=   ، ف ٢ث/  م ١٠٠٠٠ــ = ث   ، جـ /  م ١٠٠ = ٠ ع:الحالة الثانیة 

                A ٠ع = ٢ ع
   ٠٫١٨ × ١٠٠٠٠ × ٢ ــ ٢)١٠٠ = (٢  عB           جـ ف٢ + ٢

                B٦٤٠٠ = ٢ ع      B ث  ھى السرعة التى تخرج بھا الرصاصة/  م ٨٠=  ع  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  : مثال 

  
  
  

  متر٠٫١٨ = ف 

ث/  م ١٠٠ =  ٠ ع  

  متر٠٫٥ = ف 

؟= جـ   ؟= ع    
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  : الحل
  نفرض اتجاة حركة الرصاصة ھو الاتجاه الموجب 

٠ع = ٢ ع A: الحالة الاولى 
     جـ ف٢ + ٢

                                          B)  ٠٫١٤×  جـ ٢ + ٢ )٢٠ = (٢)١٥  

                     B ٢ث/  م ٦٢٥ــ =   جـ   
  : الحالة الثانیة 

                                         A ٠ع = ٢ ع
   جـ ف٢ + ٢

                     B  ف ٦٢٥ × ٢ ــ ٢ )٢٠ = ( ٠   

                     B مترا ٠٫٣٢=   ف   

             B   سم حتى یسكن٣٢الرصاصة تغوص فى الحائط مسافة   
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   :السرعة خلال الثانیة النونیة* 
  :ملحوظة

  فى منتصف هذه الفترة الزمنیةاللحظیة سرعته = ل فترة زمنیة السرعة المتوسطة لجسیم خلا
   جـ  ٣٫٥ + ٠ع = السرعة المتوسطة خلال الثانیة الرابعة :  مثلا 

   جـ ٨ + ٠ ع=          السرعة المتوسطة خلال الثانیتین الثامنة و التاسعة 
   جـ ٧٫٥ + ٠ ع= ة          السرعة المتوسطة خلال الثوانى السابعة و الثامنة و التاسع

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
فى  ٢ث/  سم ٦ث وعجلة منتظمة /  سم ١٢بدأ جسیم حركته فى اتجاه ثابت بسرعة  :مثال   

:أحسب . سرعته اتجاه          
قطعها خلال الثانیة الخامسة فقطالمسافة التى یكون الجسیم قد : أولا                

.ًالمسافة التى یكون الجسیم قد قطعها خلال الثانیتین السابعة والثامنة معا : ًثانیا            
:الحل   

 نعتبر الاتجاه الموجب هو اتجاه الحركة 

٢ث/ سم  ٦= ث ، جـ /  سم ١٢ = ٠ع   

ث/  م ٢٠  = ٠ ع  

؟= جـ    متر٠٫١٤ = ف   

ث/ م١٥= ع   

  ؟= ف 

ث/  م ٢٠  = ٠ ع  
٠= ع   
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 أولا : لإیجاد المسافة التى یكون الجسیم قد قطعها خلال الثانیة الخامسة فقط .
السرعة فى منتصف هذه الفترة الزمنیة =  السرعة المتوسطة للثانیة الخامسة   

من بدء الحركة ثانیة ٤.٥السرعة بعد =                                       
ث/  سم ٣٩=  ٢٧ + ١٢ = ٤.٥ × ٦ + ١٢ = مع  B       جـ ن + ٠ع = مع A 

الزمن× السرعة المتوسطة = مسافة ال              
  سم ٣٩ = ١ × ٣٩=  ف                

ًالمسافة التى یكون الجسیم قد قطعها خلال الثانیتین السابعة والثامنة معا .  ًثانیا : لإیجاد 
السرعة فى منتصف هذه الفترة الزمنیة أى  = ًالسرعة المتوسطة للثانیتین السابعة والثامنة معا

  ثوانى من بدء الحركة ٧تساوى السرعة بعد مضى 
جـ ن + ٠ع = مع   

ث/  سم ٥٤ = ٤٢ + ١٢ = ٧×  ٦ + ١٢ = مع   
     B              الزمن × السرعة المتوسطة = المسافة   

     B  سم ١٠٨ = ٢× ٥٤ = ف       
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

   ٢ث/  سم ٦ث و بعجلة منتظمة /  سم ٣٠بدأ جسیم حركته فى اتجاه ثابت بسرعة : مثال 
  :       تعمل فى نفس اتجاه سرعته احسب 

  . ثوان من بدء الحركة ٥فة المقطوعة بعد المسا:        أولا 
  .المسافة المقطوعة فى الثانیة الخامسة فقط :        ثانیا

  : الحل 
   ثوان من بدء الحركة٥المسافة المقطوعة بعد : أولا          

   سم ٢٢٥ = ٢)٥( × ٦×  +     ٥ × ٣٠ = ٢جـ ن+      ن ٠ ع=                  ف 

  .سافة المقطوعة فى الثانیة الخامسة فقط الم: ثانیا        
   ثانیة من بدء الحركة٤٫٥سرعتھ بعد = الجسیم المتوسطة                 سرعة 

١ 
٢ 

١ 
٢ 
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  ث /  سم ٥٧ = ٤٫٥ × ٦ + ٣٠= جـ ن   + ٠ع =  م                 ع

                 B ث /  سم ٥٧ = ١ × ٥٧= ن  ×  مع=    المسافة  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  تحرك جسیم بسرعة ابتدائیة ما فى اتجاه ثابت و بعجلة منتظمة ، فإذا قطع فى الثانیة : مثال 
  ، ثم قطع فى الثانیتین الخامسة و السادسة معاً مسافة     مترا ٢٠        الثالثة من حركتھ مسافة 

  .احسب العجلة التى تحرك بھا الجسیم و سرعتھ الابتدائیة .  مترا ٦٠        
  : الحل

  
  
  
  
  
  
  

   نفرض الاتجاه الموجب ھو اتجاه السرعة الابتدائیة فیكون اتجاه العجلة موجب ایضا 

  ث /  م ٢٠=          =      = لثة السرعة المتوسطة خلال الثانیة الثا 
   ثانیة من بدء الحركة٢.٥سرعته بعد                                      = 

  ث/  م ٣٠=       = السرعة المتوسطة خلال الثانیتین الخامسة و السادسة 

   ثوان من بدء الحركة٥سرعته بعد                                       = 

 A٢ث/  م ٤ــ             =              =                     = = جلة  الع   

   ٢ث/  م ٤  الجسیم یتحرك حركة تقصیریة بعجلة 

 A جـ ن       + ٠ع=  عB  ٢.٥ × ٤ ـــ ٠ع = ٢٠   B ث /  م ٣٠ = ٠  ع  

  ث /  م ٣٠الجسیم یتحرك بسرعة ابتدائیة    
   

  مع 

٠ ع  

  /مع  ى 

  م٦٠  م٢٠

– ٢ ع  ١ ع    
–  ٢ن    ١ ن 

 المسافة
  الزمن

٢٠ 
١ 

٦٠
٢ 

 التغیر فى السرعة
   الفترة الزمن

  ٣٠ ــ  ٢٠
٢٫٥ ــ  ٥    
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ــــال  ــــة منتظمــــة فقطــــ :مث ــــة الرابعــــة والخامــــسة معــــا مــــسافة یتحــــرك جــــسم بعجل   ًع فــــى الثانی
   عجلة الجسم وسرعته الابتدائیة  أوجد.  سم ١٢٠ سم  وقطع فى الثلاث ثوان التالیة لها ٦٠

  :الحل 
  ث/  سم ٣٠=       = السرعة المتوسطة فى الثانیة الرابعة والخامسة 

  من بدء الحركة ث ٤ وهى سرعة الجسم بعد 
  ث /  سم ٤٠= =        سة والسابعة والثامنة الثانیة السادالسرعة المتوسطة فى 
  .من بدء الحركة ث ٦.٥وهى سرعة الجسم بعد 

A ٠ع=  ع 
  جـ ن+  

B جـ  + ٣٠ = ٤٠        ×  ٢ث/ سم    ×     ١٠= جـ  
B ٢ث/  سم ٤=  جـ  

A حـ ن       + ٠ ع=  عB ٤ × ٤ + ٠ع = ٣٠  

Bث/  سم ١٤ = ١٦ – ٣٠=  ٠ ع  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   :تطبیقات على قوانین الحركة بعجلة منتظمة* 

     الشرطةارة ساكنة فبدأت سیمرت بسیارة. س /  كم ٧٢تتحرك سیارة بسرعة منتظمة : مثال 
  حتى بلغت  متر١٠٠حركة بعجلة منتظمة مسافة  ثوان من مرورھا مت١٠متابعتھا بعد  فى        
  . س ، ثم سارت بھذه السرعة حتى لحقت بالسیارة الأولى /   كم٩٠سرعتھا        
  أوجد الزمن الذى استغرقتھ عملیة المطاردة منذ لحظة تحرك سیارة الشرطة والمسافة         
  .التى قطعتھا ھذه السیارة         

  : الحل
  
  
  
  

٦٠ 
٢ 

١٢٠ 
٣ 

٥ 
٢ 

٢ 
٥ 
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  نعتبر الاتجاه الموجب ھو اتجاه السرعة المنتظمة و أن سیارة الشرطة كانت ساكنة عند نقطة و

  س ثم سارت بھا/  كم ٩٠ حیث أصبحت سرعتھا ا  متر حتى وصلت الى ١٠٠ثم قطعت مسافة 

  . بانتظام حتى لحقت بالسیارة الاولى عند ب 

  ث /  م ٢٥=  ×       ٩٠= س /  كم ٩٠ث   ، /  م ٢٠=  ×       ٧٢= س /  كم ٧٢ 

   متر١٠٠= ث   ، ف /  م ٢٥=   ، ع ٠ = ٠ع: ا بالنسبة لسیارة الشرطة فى الفترة من و الى 

 A٠ع  = ٢  ع
   ٢ث/ م    =       جـ B   ١٠٠× جـ  × ٢ + ٠ = ٢)٢٥  (B جـ ف        ٢ + ٢

  
 A جـ ن       + ٠ع =   عB  ن        +         ٠ = ٢٥B ثانیة ٨=   ن   

B متر  ) ٨ –ن (  × ٢٥=  المسافة التى تتحركھا سیارة الشرطة بسرعة منتظمة  

  ثانیة  ) ١٠+ ن = ( ، تكون السیارة المطادرة قطعت المسافة و ب فى زمن قدره 

  انیة ن ث= ، تكون سیارة الشرطة قطعت نفس المسافة و ب فى زمن قدره 

B ٨ –ن  ( ٢٥ + ١٠٠ ) = ١٠+ ن  ( ٢٠      ( B ثانیة ٦٠=   ن   

   B متر ١٤٠٠ = ٧٠ × ٢٠=  المسافة المقطوعة   
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

ً متـرا ١٢انى الثلاثة الأولـى مـن حركتـه ً مترا فى الثو١٨تحرك جسیم فى اتجاه ثابت فقطع :مثال
اثبـت أن هـذه المـسافات تتفـق والفـرض بـأن . ً متـرا فـى الثانیـة التاسـعة ٢٠فى الثانیة الخامسة

  .احسب سرعته عند بدء الحركة  هذا الجسیم یتحرك بعجلة منتظمة و
  :الحل 

  ث /  م ٦= =     طة خلال الفترة الأولى سالسرعة المتو
  ث/  م ٦ =  ث١.٥ع ) السرعة عند منتصف الزمن ( 

  :السرعة المتوسطة خلال الثانیة الخامسة 
  ث/ م ١٢=       =٤.٥ ع 

  

٥ 
١٨ 

٥ 
١٨ 

٢٥ 
٨ 

٢٥ 
٨ 

١٨ 
٣ 

١٢ 
١ 

٩ 
  

  متر٢٠  متر١٢    متر١٨   

 ٥ ٣ 
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    : السرعة المتوسطة خلال الثانیة التاسعة
  ث/ م ٢٠=  =        ٨.٥ ع 

   ث ٤.٥=  ث إلى ن ١.٥= من ن 
B العجلة =  ر السرعة بالنسبة للزمنمعدل تغی  

  ٢ث/  م ٢= =                       =                   جـ  

   ث ٨.٥= ث إلى ن  ٤.٥= من ن 
B ٢ث/ م٢    = =             =                  =  معدل تغیر السرعة بالنسبة للزمن  

B السرعة تتغیر بمعدل ثابت بالنسبة للزمن   
B٢ث/  م ٢= حرك بعجلة منتظمة جـ  الجسم یت   
B جـ ن+ ٠ع=  ع  

B١.٥ × ٢+ ٠ع = ١.٥ ع  B ٣+ ٠ع = ٦  

  B  السرعة عند بدء الحركة   ث/  م ٣= ٠ع  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

٢٠ 
  ١  

١.٥ ع - ٤.٥ع   

٤.٥   –   ١.٥  

١٢ -  ٢٠  
٤ 

٤.٥ ع - ٨.٥ع   

٨.٥ –  ٤.٥  
٨ 
٤ 

٦ -  ١٢  
٢ 

 تمارین على قوانین الحركة المنتظمة
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ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
٠١١٥٤٨٠٢٨١١/ خالد المنفلوطى       معلم خبیر ریاضیات       ت/ اعداد الاستاذ   

90 
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  *سقوط الحــــرال* 
  
  
  

  ًالأجــــــــسام المتحركــــــــة رأســــــــیا حركــــــــة حــــــــرة تكــــــــون حركتهــــــــا بعجلــــــــة منتظمــــــــة معیارهــــــــا
  تدل على عجلة الجاذبیة الأرضیة ء،  ٢ث/  سم ٩٨٠ = ء   ،  أ٢ث/  متر ٩.٨=   ء 

  :وبالتالى فهى تخضع لنفس قوانین الحركة المستقیمة ذات العجلة المنتظمة وبالتالى 
ًجسیم ساقطا أو مقذوفا إلى أسفلإذا كان ال: أولا  ً:   

  
  
  
  

  بفرض اتجاه الحركة هو الاتجاه الموجب 
  

  :إذا كان الجسیم مقذوفا إلى أعلى : ثانیا 
  
  
  
  
  

  بفرض اتجاه الحركة هو الاتجاه الموجب 
  
  
  

  الحركة الرأسیة تحت تأثیر الجاذبیة الأرضیة

/////////////////////////

+ 
+ 

+ 

 مكان السقوط 
 أو القذف لاسفل

 سطح الارض 

ه الموجب الاتجا ف 
  

 ء 

 ب

 حركة الھبوط

 ا
 ج

 ء

اع  جع    

 ء

٠ع   

٠=ع   أقصى ارتفاع 

 و و مكان القذف

 الاتجاه الموجب

ءع   

 ــ

+ 

+ 

٠ع   ــ 

 
   نء+  ٠ع= ع 

   ٢ نء +    ن  ٠ع= ف 

٠ع = ٢ع
  فء ٢ + ٢

١ 
٢ 

   نء ـــ ٠ع= ع 

   ٢ نء     ــــن  ٠ع= ف 

٠ع = ٢ع
  فء ٢ ــــ ٢

١ 
٢ 



الصف الثانى الثانوى تطبیقات على الریاضیات                                                               
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
٠١١٥٤٨٠٢٨١١/ خالد المنفلوطى       معلم خبیر ریاضیات       ت/ اعداد الاستاذ   

93 

  :مسافة أقصى ارتفاع لجسیم مقذوف راسیا إلى أعلى  و إیجاد زمن
  :زمن الوصول لاقصى ارتفاع 

     صفر= عند أقصى ارتفاع ع           ن ء - ٠ع= ع     
 B  ن  ء = ٠ع     B ن       = =   

٠ع = ٠   : مسافة أقصى ارتفاع
       جـ ف ٢ ــ ٢

    = =       ف  
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ــــــــــــــــــــــــــــــــ

  :ملاحظات 
  :ًإذا قذف جسیم رأسیا إلى أعلى فإن 

  زمن الهبوط= زمن الصعود  )١(

قـدار سـرعة القـذف بإشـارتین م=  مقدار السرعة التـى یعـود بهـا الجـسیم إلـى نقطـة القـذف  )٢(

مقدار سرعة الجسیم عنـد أى نقطـة وهـو صـاعد تكـون مـساویة لمقـدار سـرعته [ مختلفتین 

  ]عند مروره بنفس النقطة وهو هابط مع اختلاف اتجاهى السرعتین 

  فى حالة الاجسام المقذوفة راسیا لاعلى لیس من الضرورى تكون الازاحة فى فترة زمنیة ) ٣(
  .ة للمسافة التى قطعها الجسم خلال الفترة     ما مساوی

  ٠<   وهو هابط تكون سالب ع ٠> سرعة الجسیم وهو صاعد تكون موجبةع ) ٤(
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  .عالیة ) منصة ( أسقط عامل بناء قطعة خرسانیة من سقالة : مثال 
  .ما سرعة قطعة البناء بعد نصف ثانیة   ) أ(
  .ما المسافة التى تقطعھا كتلة البناء خلال ھذا الزمن   ) ب(

٠ع  
 ء

 مقدار سرعة القذف 
 مقدار عجلة الجاذبیة الأرضیة  

٠٢ع  
  ء٢

  سرعة القذف مربع
ضعف عجلة الجاذبیة الأرضیة 
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  : الحل 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  :مثال

  
  
  

  : الحل
   ثانیة١=  ، ن ٢ث/  م ٩٫٨= ء   ، ٠ = ٠ع: سرعة التفاحة لحظة ارتطامھا بالارض ) أ        ( 

            A ن     ء  + ٠ع=   عB ٢ث/  م ٩٫٨ = ١ × ٩٫٨ + ٠=  ع   

  سرعة التفاحة بعد نصف ثانیة =             السرعة المتوسطة خلال الثانیة 

   ٢ث/  م ٤٫٩ = ٠٫٥ ×  ٩٫٨                                                    = 

    مترا٩٫٨ = ٢ )١(  × ٩٫٨×  +       ٠ = ٢نء +       ن ٠ع= ف ) ب      (
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   د عمق البئر  ثانیة أوج٢ث فوصل الى قاعھ بعد /م٤قذف حجر صغیر فى بئر بسرعة : مثال 

  وسرعة الحجر عند اصطدامھ بالقاع         
  : الحل 

          A   م٢٧٫٦= ٤ × ٩٫٨  ×   +  ٢ × ٤=  ٢ نء+     ن ٠ع= ف   

          B  ث/م ٢٣٫٦ = ٢ × ٩٫٨ + ٤=  ن ء + ٠ع= ع  

١ 
٢ 

١ 
٢ 

١ 
٢ 

١ 
٢ 
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  ث أوجد زمن وصولھ الى أقصى أرتفاع / م١٩٫٦قذف جسیم رأسیا لاعلى بسرعة : مثال 
  والمسافة التى وصل الیھا          

  : الحل 
          ٩٫٨ = ء    ،  ٠=      ،   ع ١٩٫٦ = ٠ع        

      B  ن      ءــ   ٠ع= ع      B  ن ٩٫٨ – ١٩٫٦ = ٠   
      ثانیة ٢= ن   B             ١٩٫٦=  ن  ٩٫٨     

      B   ثانیة٢= زمن الوصول الى أقصى ارتفاع   

  : افة التى وصل الیھالایجاد المس

  مترا ١٩٫٦= ٤ × ٩٫٨×  ــ     ٢ × ١٩٫٦ = ٢ نء     ــ ن ٠ع= ف 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ث فبعد كم ثانیة یعود الى نقطة القذف / م٢٤٫٥على بسرعة قذف جسیم رأسیا لا: مثال 
  : الحل 

  نوجد زمن الوصول لاقصى أرتفاع         
      ٩٫٨ = ء    ، ٠=  ،   ع ٢٤٫٥ = ٠ع         

        A  نء ــ ٠ع= ع          B ن ٩٫٨ – ٢٤٫٥ = ٠       B  ٢٤٫٥=  ن ٩٫٨   

        B ثانیة ٢٫٥=   ن    B  ثوان٥ = ٢٫٥ × ٢= لصعود والھبوط زمن ا   
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   ى نقطة ث أوجد الزمن الذى یأخذه حتى یصل ال/م١٤قذف جسیم رأسیا لاعلى بسرعة : مثال 

   م أسفل نقطة القذف ٣٥٠تبعد          
  : الحل 

  ٧ ÷    ٠ = ٣٥٠٠ – ن ١٤٠ – ٢ ن٤٩                                            ٣٥٠ -= ف 

  ٠ = ٥٠٠ – ن ٢٠ – ٢ ن٧                           ٣٥٠ - = ٢ نء+      ن ٠ع

   ٠ ) = ١٠ –ن  )( ٥٠+ ن  ٧   (              ٣٥٠ - = ٢ ن٩٫٨ -×+      ن ١٤

  ــ         مرفوض=    ، ن ١٠=     ن B                      ١٠   × ٣٥٠ - = ٢ ن٤٫٩ – ن ١٤
  
  
  

١ 
٢ 

١ 
٢ 

١ 
١ ٢ 

٢ 
٥٠ 
٧ 
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ــال  ــر ١٩.٦قــذف حجــر صــغیر بــسرعة  :مث ــى أعلــى مــن قمــة بــرج ارتفاعــه /  مت ًث رأســیا إل
   سرعته عندئذ سطح الأرض ؟ وما هىمتى یصل الحجر إلى .  متر عن سطح الأرض ١٥٦.٨

  : الحل 
   ٠= عند أقصى ارتفاع ع 

   متر ١٩.٦=                = =        ف        
B متر ١٧٦.٤ = ١٩.٦ + ١٥٦.٨=  أقصى مسافة   
A سرعته الابتدائیة فى حالة الهبوط  ٠حیث ع      ٢ن  ء   + ن  ٠ع=  ف.  

  ٢ ن٩.٨ × +    ن  × ٠ = ١٧٦.٤
      ث٦=  ن B    ٣٦ = =          ٢ نB     ٢ ن٤.٩ =  ١٧٦.٤

   ث٢=         = ، زمن الوصول لاقصى ارتفاع 

B ث٨ = ٢ + ٦=  زمن الوصول إلى سطح الأرض من لحظة القذف   
       A   ن  ء + ٠ع= ع  
   B  ث /  متر ٥٨.٨ = ٦ × ٩.٨ + ٠= ع  

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
ــــازل ، وشــــوهدت الكــــرة :مثــــال  ــــى أعلــــى مــــن نافــــذة أحــــد المن ــرة صــــغیرة رأســــیا إل   ًقــــذفت كــ

ـــــوانى مـــــن قـــــذفها ثـــــم وصـــــلت إلـــــى ســـــطح الأرض٤ وهـــــى هابطـــــة أمـــــام النافـــــذة بعـــــد     ث
  .أوجد ارتفاع النافذة عن سطح الأرض .  ثوانى من لحظة القذف ٥ بعد 
  ن  ء - ٠ع= ع : فى حالة الصعود   :الحل 

  ٢ × ٩.٨ – ٠ع= فى حالة أقصى ارتفاع  صفر 
A زمن الهبوط=  زمن الصعود     B ث ٢=      = زمن الصعود   

٠٢ع  
  ء ٢

 )٢ )١٩.٦  
٩.٨ × ٢   

١٧٦٫٤  
٤٫٩  

٤  
٢ 

١ 
٢ 

١ 
٢ 

١٩٫٦ 
٩٫٨  
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   ثوانى من لحظة القذف٥الكرة وصلت إلى سطح الأرض بعد 
  . ث من أمام النافذة حتى سطح الأرض أثناء الهبوط ١الكرة تأخذ 

A  ٢ن  ء +     ن  ٠ع= ف  

B  ٢)١ (٩.٨×  +      ١ × ١٩.٦= ف  
  )ارتفاع النافذة (  متر ٢٤.٥ = ٤.٩ + ١٩.٦= ف 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ــــــــــــ
   ث من نقطة على سطح الأرض متى /  متر ١٩.٦ًقذف جسیم رأسیا إلى أعلى بسرعة  :مثال 

   متر فوق سطح الأرض١٤.٧یكون الجسیم على ارتفاع        
  وما هى سرعته عندئذ فسر معنى الجوابین ؟       

  )ًالجسیم صاعدا (   ٢ن ء     -ن  ٠ع=  ف  A :الحل 

B ٢ن ٩.٨    ×  - ن ١٩.٦ = ١٤.٧  

  ٤.٩بالقسمة على  ٢  ن٤.٩ – ن ١٩.٦ = ١٤.٧
  ٠ = ٣+  ن ٤ - ٢ ن  B           ٢ ن– ن ٤ = ٣

   ث١=  ث ، ن ٣= ن   C     ٠ ) = ١ -ن  ) (  ٣-ن ( 
 ث  ٣=  ث فى حالة الصعود من لحظة القذف ن ١ ث أى أن الجسیم یأخذ زمن مقداره ١= ن 

أى أن الجسیم یستمر فى الصعود حتى بعد هذا الارتفاع ویصل إلى أقصى ارتفاع ثم یعود 
 ث من ٣ متر مرة أخرى بعد مضى ١٤.٧سیم فى الهبوط مرة أخرى لیصل إلى الارتفاع الج

  لحظة القذف
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ث من نقطة عند سطح الأرض /  متر١٤.٧قذف جسیم رأسیا إلى أعلى بسرعة : مثال 
  ً مترا عن سطح الأرض ٩.٨       احسب سرعة الجسیم عندما یكون على ارتفاع 

١  
٢ 

١  
٢ 

١  
٢ 

١  
٢ 
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  .       و فسر معنى الجوابین 
  فرض الاتجاه الموجب الى أعلى ب:      الحل 
     B مترا ٩.٨= ث ، ف /  متر١٤.٧ = ٠ ع   
     A٢ع = ٢ ع

  ف  ء  ٢ ـــ ٠
  ٢٤٫٠١ = ٩٫٨ × ٩٫٨ × ٢ ــ ٢ )١٤٫٧                 = ( 

       B ث  /  متر ٤٫٩ ±=  ع  
  ث عندما الجسیم صاعدا / متر٤٫٩= و تكون  ع 
   الجسیم ھابطاً ث عندما/ متر٤٫٩ــ =          ، ع 

  : مترا عن الارض مرتین ٩٫٨و معنى أن ھذا الجسیم یكون على ارتفاع 
  ث عند ب/ متر٤.٩وهو صاعد بسرعة : الاولى 

  )التى فى محاذاة ب ( و هو هابط بنفس السرعة عن ب : و الثانیة 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  . ث من نقطة أعلى سطح الأرض /  متر ٢٤قذف جسیم رأسیا إلى أعلى بسرعة : مثال 
  .ً مترا أسفل نقطة القذف٣٢.٤الذى یأخذه حتى یصل إلى نقطة تبعد        أوجد الزمن 

  : الحل 
  ً      نتخذ الاتجاه الرأسي الى أعلى اتجاه موجبا 

      Bمتر٣٢.٤ــ = ، ف ث    /متر٢٤= +  ٠  ع   

      A ٢نء    ن ـــ      ٠ع =   ف  
      B    ٢ ن٩٫٨×  ن ــ      ٢٤ = ٣٢٫٤ــ   
      B ٠ = ٣٢.٤ ن ـــ ٢٤ ـــ  ٢ن ٤.٩   
      B ٠ = ٣٢٤ ن ــ ٢٤٠ ــ ٢ ن٤٩   
      B )  ٠ ) = ٥٤+  ن ٤٩ )( ٦ن ــ   
      B مرفوض ( ــ       =   أ،  ن ٦=  ن(  

   ثوان ٦=       الزمن المطلوب 

/////////////////////////

+ 
+ 

 ـــ

 ب

 سطح الارض 

ف الاتجاه الموجب 
  

 ء 

///////////////////////////

+ 

 

ث/ متر٢٤ = ٠ع  

 سطح الارض 

  مترا٣٢٫٤ -=ف  الاتجاه الموجب 

 

 نقطة القذف

 

 ب
 

 ١ ب
٢١ 

٢

٥٤ 
٤٩ 
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ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
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 متر على سطح أرض افقیة صلبة فأرتدت الى ١٩.٦سقطت كرة من المطاط من ارتفاع : مثال 
  فأوجد اقصى ارتفاع تصل إلیه الكرة علما بأن الكرة فقدت نصف سرعتها نتیجة التصادمأعلى 
  :قبل الاصطدام بالارض : الحل

       A٠ع = ٢ ع
   ١٩٫٦ × ٩٫٨ × ٢ + ٠ = ٢  عBء  ف        ٢ + ٢

         B ث /  م ١٩٫٦=  ع  
       B   ث/  م ١٩٫٦= سرعة الكرة قبل الاصطدام مباشرة  
       B  ث/  م ٩٫٨= سرعة الكرة بعد الاصطدام مباشرة  

  :      بعد الاصطدام بالارض 
  

   مترا٤.٩=   =         =                 أقصى ارتفاع 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   متر فاصطدمت بالارض وارتدت رأسیا الى أعلى١٠سقطت كرة من المطاط من ارتفاع : مثال
   مباشرةاحسب سرعة الكرة قبل و بعد اصطدامها بالارض.  متر ٢      مسافة   

  :قبل الاصطدام بالارض : الحل
       A٠ع = ٢ ع

   ١٠ × ٩٫٨ × ٢ + ٠ = ٢  عBء  ف        ٢ + ٢
         B ث /  م ١٤=  ع  
  ث/  م ١٤= أى ان السرعة  قبل الاصطدام مباشرة        

  :      بعد الاصطدام بالارض 
                A٠ع = ٢ ع

٠ع  = ٠  Bء  ف        ٢ - ٢
٢٫٥ × ٩٫٨ × ٢  - ٢  

      Bث/  م ٧ = ٠ ع  
  ث/  م ٧=      أى أن السرعة بعد الاصطدام مباشرة 

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   متر فوق كومة من الرمل فغاص فیها مسافة ١٠سقط حجر من السكون من ارتفاع : مثال

  . سم أوجد العجلة التى تحرك بها الجسم داخل الرمل١٩٦      

٠=٠ع  

٠=ع  

  م١٩٫٦

٠٢ع   
  د ٢

 ) ٢ )٩.٨  
٩.٨ × ٢  

١ 
٢ 

٠=٠ع  

٠=ع   م١٠ 

  م٢٫٥
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   ٢ث/  م ٩٫٨= ء متر  ، ١٠=   ، ف ٠ = ٠ع: الحل 

          A٠ع = ٢ ع
  ١٩٦ = ١٠ × ٩٫٨ × ٢ + ٠ = ٢  عBء  ف        ٢ + ٢

         B ث /  م ١٤=  ع  
   م ١٫٩٦=    ، ف ٠= ث     ، ع /  م ١٤ = ٠ع:         بعد الغوص فى الرمل 

٠ع = ٢ع        
    ١٫٩٦×  جـ ٢ + ٢)١٤= (  صفر Bج  ف        ٢ + ٢

           
        B  ٢ث/  م ٥٠ــ             = ــ      =   جـ   

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 تمارین على الحركة الرأسیة 
 تحت تأثیر الجاذبیة الأرضیة 

) ٢)١٤  
١.٩٦ × ٢  
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 كل الاجسام فى الكون تتجاذب مع الاجسام الآخرى بتأثیر قوة مباشرة
 تتناسب طردیا مع كتلتیھما و عكسیا مع مربع المسافة بین مركزیھما 

 
×              ث  = ق                    

    
جاذبقوة ناتجة عن التق   

  ٢كجم / ٢م. نیوتن       ١١ــ  ــ ١٠ × ٦٫٦٧= ، ث ثابت الجذب العام 

  ھى كتلة الجسم الثانى ٢ ھى كتلة الجسم الأول  ، ك ١ك 

بین الجسمین ) المسافة ( ف ھو البعد   
                                  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
   تعریف* 
  
  
  
  
  
  
   :العوامل التى تتوقف علیھا قوة التجاذب بین جسمین* 

  المسافة الفاصلة بین الكتل ) ٢كتل الاجسام المتجاذبة             ) ١ 
  

  :ملاحظات 

   قوة الجذب موجودة بین الاجسام بغض النظر عن الوسط بین الاجسام و لكنھا تنقص سریعا-١
  .جسمین     بزیادة المسافة بین ال

   یسمى قانون الجذب العام بقانون التربیع العكسي لان القوة تتناسب عكسیا مع مربع المسافة-٢
  .     بین مركزى الكتلتین 

 قانون الجـذب العام

١ك  ٢ك    
٢١ق ١٢ق   

 ف

٢ك  × ١ك   

   ٢     ف        

   :ثابت الجذب العام

   كیلو جرام و المسافة بین مركزیھما ١ھو قوة الجذب المتبادلة بین كتلتین مقدار كل منھما 
   .٢كجم / ٢م. نیوتن  ١١ــ  ١٠ × ٦٫٦٧ر  و یساوى مت١
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  ) خاصة بالارض و تتغیر من مكان الى مكان أخر ( ھناك فرق بین عجلة الجاذبیة  -٣
  )  الاجرام السماویة ثابت طبیعى عام بالنسبة للاجسام الصغیرة أو(     وثابت الجذب 

   ٢كجم/٢م.   أما ثابت الجذب نیوتن ٢ث/ عجلة الجذبیة م .     وتختلف وحدتى الثابتان 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   كجم و المسافة بین مركزیھما٥ كجم ، ١٠احسب قوة الجذب بین كرتین كتلتاھما : ل مثا
   .٢كجم / ٢م.  نیوتن ١١ ــ  ١٠ × ٦٫٦٧علماً بأن ثابت الجذب العام .  متر ٠٫٥         

  :الحل 
   ٢كجم/ ٢م.  نیوتن ١١ــ  ١٠ × ٦٫٦٧=  م   ، ث ٠٫٥=  كجم  ، ف ٥ = ٢ كجم  ، ك١٠ = ١ ك

  :انون الجذب العام      ق

   نیوتن ٨ ــ  ١٠ × ١٫٣٣٤=  ×                ١١ــ  ١٠ × ٦٫٦٧                                        = ×  ث     = ق      
  

  نستخدم الالة فى الحساب و ھذا اسھل  : ملحوظة 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   كجم وضعت الكرتان بحیث كانت المسافة بین ٠٫٢٥ كجم ، ٥٫٢كرتین كتلتیھما : مثال 
  ٢كجم /٢م٠ ن ١١ــ ١٠ × ٦٫٦٧= علما بأن ث . احسب قوة التجاذب بینھما .  سم ٥٠مركزیھما 

  : الحل 
   كجم ٠٫٢٥ = ٢ كجم ، ك٥٫٢ = ١ متر  ، ك٠٫٥=  سم ٥٠= ف         

   × ث = ق :        قانون الجذب العام 

  ×                     ١١ــ  ١٠ × ٦٫٦٧                                     = 
  

  )ھى قوة صغیرة جدا (   نیوتن ١٠ــ   ١٠ × ٣٫٤٦٨٤                                     = 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   كجم و المسافة ٢٢ ١٠ × ٧ كجم و كتلة القمر ٢٤ ١٠ × ٦إذا علمت أن كتلة الارض : مثال 
   ٢كجم / ٢م.  نیوتن ١١ــ  ١٠ × ٦٫٦٧ متر و ثابت الجذب العام ٦ ١٠ × ٣         بینھما 

  .         أوجد قوة جذب الارض للقمر 
  : الحل 

  ×  ث = ق :         قانون الجذب العام 

   × ١١ــ  ١٠ × ٦٫٦٧                                     = 

  )ھى قوة كبیرة ( نیوتن    ٢٤ ١٠ × ٣٫١١٢٦                                     = 

٢ك  × ١ك   
              

   ٢  ف           

  ٥ × ١٠  
 )  ٢ )٠٫٥  

٢ك × ١ك    
٢   ف    ٠٫٢٥ × ٥٫٢  

 )٢ )٠٫٥  

٢ك × ١ك    
٢   ف    ٢٢ ١٠ × ٧ × ٢٤ ١٠ × ٦  

 )٢ )٦ ١٠ × ٣  
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   كم من سطح الارض التى كتلتھا ٤٤٠قمر صناعى كتلتھ ك كجم یدور على ارتفاع : مثال 
  علماً بأن ثابت .أوجد قیمة ك لأقرب كجم .  كم ٦٣٦٠ كجم و نصف قطرھا ٢٤ ١٠ × ٦         
  الارض للقمر ھى ، قوة جذب ٢كجم/  ٢م.  نیوتن ١١ــ  ١٠ × ٦٫٦٧الجذب العام یساوى          
  . نیوتن ١٧٣١٠          

  : الحل 
   كجم ٢٤ ١٠ × ٦=  للارض ٢ك  كجم  ، ك=  للقمر١         ك

   م ١٠٠٠ × ٦٨٠٠=   متر ١٠٠٠× )٤٤٠ + ٦٣٦٠= (        ، ف 
  

  ×  ث = ق :          قانون الجذب العام 

   × ١١ــ  ١٠ × ٦٫٦٧ = ١٧٣١٠               
  

               B كتلة القمر(    ك = (  
 

 =                                       ٢٠٠٠٫٣٥٩٨٢  
كجم   ٢٠٠٠    T                                        

 ملحوظة :
  الارضوق سطح الارض أو مسافة ف عن مركز  إذا كان الجسم یبعد مسافة قدرھا س ف          

نق            حیث نق نصف قطر الارض + س = ف : إن            ف                  
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 * حساب كتلة الارض و عجلة الجاذبیة الارضیة ء :  

    تذكر أن : قوة جذب الارض لجسم كتلتھ ك 

  ٢ث/  م ٩٫٨ عجلة الجاذبیة الارضیة و تساوى ء     حیث ء × ك = ق                   ھى 

                     غالبا عجلة الجاذبیة ثابتة بالنسبة للارض و تختلف على سطح القمر
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

  كجم وضع فوق سطحھا ١احسب كتلة الارض بوحدة كجم بفرض أن جسیما كتلتھ : مثال 
  نیوتن ١١ــ  ١٠ × ٦٫٦٧=  كم ، ث ٦٣٦٠         علماً بأن طول نصف قطر الارض 

: الحل   
ك  = ٢الارض ككتلة  كجم  ، ١= ١ك  بفرض أن كتلة الجسم          

  نیوتن  ٩٫٨ = ٩٫٨ × ١= ء   × ١ك=         قوة جذب الارض للجسم  ق 

        A   ث = ق                        ×B  ١١ــ  ١٠ × ٦٫٦٧ =  ٩٫٨ ×   

نق=  كم ٦٣٦٠  

 القمر

 الارض

٢ك × ١ك  كم٤٤٠  
٢   ف   ٢٤ ١٠ × ٦× ك      

 )٢)١٠٠٠ × ٦٨٠٠  
٢)١٠٠٠ × ٦٨٠٠(   × ١٧٣١٠  

٢٤ ١٠ × ٦  ×١١ــ  ١٠ × ٦٫٦٧  

 

٢ك × ١ك  
٢   ف    

ك للارض × ١  
 )٢)١٠٠٠ × ٦٣٦٠  
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جم  ك ٢٤ ١٠ × ٦=                                            =    ك  B         

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
: كجم فإن ١٠٠٠إذا كانت كتلة الجسم فى نفس المثال السابق : مثال   

  كجم ١٧ ١٠ × ٦=  نیوتن  و كتلة الارض ٩٨٠٠ =         قوة جذب الارض للجسم 
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  وضع فوق سطحھا  كجم١ لجسم كتلھ ٢ث/ احسب عجلة الجاذبیة الارضیة بوحدة م : مثال 
. كم ٦٣٦٠ كجم ، نصف قطر الارض  ٢٤ ١٠ × ٦         علماً بأن كتلة الارض تساوى   

: الحل   
ء = ء  × ١ = ء  × ك =     قوة جذب الارض للجسم  ق  A            

B    × ١١ــ  ١٠ × ٦٫٦٧= ء                  A                   × ث = ق     
T ٢ ث/    م ٩٫٨٩٣٧٩               B    ء   

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

  كم على١٧٣٨ كم ، ٦٣٧٨ مرة و قطریھما ٨١كتلة القمر  إذا كانت كتلة الارض قدر: مثال 
  فكم یكون تسارع الجاذبیة على ٢ث/  م ٩٫٨فإذا كانت عجلة الجاذبیة للارض .          الترتیب 

.       سطح القمر     
: الحل   

  ك كجم ٨١= ك كجم  فإن   كتلة الارض =        بفرض أن كتلة القمر 
؟  = ٢ء  ، ٢ث/  م ٩٫٨ = ١ء  كم  ، ١٧٣٨ = ٢نق كم  ، ٦٣٧٨ = ١نق          

           =            ×)    (           ٢ B                                                                         =             ×                

               =                   قمرلل  ٢                                        ء    T   ٢ث/  م  ١٫٦٣  

  ٢)١٠٠٠ × ٦٣٦٠(  ×  ٩٫٨  
  ١١ــ  ١٠ × ٦٫٦٧

٢ك × ١ك  
٢   ف    

٢٤ ١٠ × ٦ × ١  

 )٢)١٠٠٠ × ٦٣٦٠  

 المقارنة بین عجلتى الجاذبیة على سطحى كوكبین :
 

  =                          ×       
 

  عجلتى الجاذبیة لكل من الكوكبین ٢ ء،  ١ء حیث 
        كتلتیھما بالكجم  ٢ ك ، ١ك، 

      نصفى قطریھما بالمتر على الترتیب٢نق ، ١نق
،   

  ١ء 
٢ء  

  ١ك 
٢ك  

٢ ٢نق  

٢نق
١  

  ١ء 
٢ء  

  ١ك 
٢ك  

٢ ٢نق  

٢نق
١  

  ك٨٠
 ك

٩٫٨ 
٢ء  

١٧٣٨ 
٦٣٧٨ 

     ٥٫٩٤٠٤٦  
٩٫٨ 
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  متر٦ ١٠ × ٦٫٣٤ كجم و نصف قطرھا ٢٤ ١٠ × ٥٫٩٧إذا علمت أن كتلة الارض : مثال 
  متر ٦ ١٠ × ١٫٧٤ كجم و نصف قطره ٢٢ ١٠ × ٧٫٣٦ة القمر          و كتل

.         فأوجد النسبة بین الجاذبیة على سطح القمر الى سطح الارض   
: الحل   

           =                                ×                         = ×(                        )٢  
 

  تقریبا٠٫١٦ً =  ١٣٫٢٧٦٣٩×                           =                                     
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 
 
 

  ٢كجم / ٢م.  نیوتن ١١ــ  ١٠ × ٦٫٦٧= ث : لنیوتن اعتبر ثابت الجذب العام : تنبیة 
 

:اختر الاجابة الصحیحة ] ١[  
       

 
 
 
 
 
 
 

]٢ [  
 
 
 
 
 
 

]٣[  
 

]٤[  

  ١ء 
٢ء  

  ١ك 
٢ك  

٢ ٢نق  

٢نق
١  

٢٢ ١٠ × ٧٫٣٦  

٢٤ ١٠ × ٥٫٩٧  
٦ ١٠ × ٦٫٣٤   

٦ ١٠× ١٫٧٤  
      ١٨٤  
  ١٤٩٢٥  

 تمارین على الجذب العام
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 تذكر أن : 

 ١) النقطة ھى مكان ناتج من تقاطع خطین مستقیمین أو منحنین أو مستقیم و منحنى .
     

 
 
 
 
 

 ٢) الخط المستقیم : مجموعة من النقط غیر المنتھیة 
   .ن جھتیة یتعین بنقطتین علیھممتد م                            
ا ب المستقیم ا  ب       و یقرأ                              

 
 ٣) المستوى : مجموعة من النقط غیر المنتھیة ینطبق

علیة المستقیم فى جمیع حالاتھ و ممتد من جمیع جھاتھ       
.احدة بلا نھایة و یتعین بثلاث نقط لیست على استقامة و       
نرمز لھ بأحد الحروفو یقرأ بثلاث نقاط علیھ على الاقل  أو         

..... ، صص ، سس الكبیرة        

 ٤) الفراغ ( الفضاء ) : مجموعة من النقط غیر المنتھیة و یعتبر المجموعة الشاملة التى 
.                                 تحتوى على المستقیمات و المستویات و المجسمات   

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
 * مفاھیم و مسلمات : 

. أى نقطتین مختلفتین یمر بھما مستقیم وحید ) ١(  

.ر بھا مستوى وحید كل ثلاث نقط لیست على استقامة واحدة یم) ٢(  

.إذا اشترك مستقیم و مستوى فى أكثر من نقطة فإن المستقیم یقع بأكملھ فى المستوى ) ٣(  

الھندسة و القیاس: الوحدة الثالثة   

 المستقیمات و المستویات فى الفراغ

 ا

 ب
 ج

 سس
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 ملاحظات :

. بھا عدد لا نھائى من المستقیمات أى نقطة فى المستوى یمر  -١  

.أى نقطة فى الفراغ یمر بھا عدد لا نھائى من المستویات  -٢  

. یم فى الفراغ یمر بھا عدد لا نھائى من المستویات  أى مستق-٣  

  كل ثلاث نقط لیست على استقامة واحدة یمر بھا مستو واحد و واحد فقط -٤
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

تأمل الشكل الذى أمامك ثم أجب :   مثال   
كم عدد المستقیمات بالشكل ؟  -١  
، نقطة ب م  اذكر المستقیمات التى تمر بنقطة -٢  
  كم عدد المستویات بالشكل ؟ -٣
ا اذكر ثلاثة مستویات تمر بالنقطة -٤  
، ب معاا اذكر المستقیمات التى تمر بنقطة  -٥  
  ، ب معاا ت التى تمر بالنقطة  اذكر المستویا-٦
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   ٩=  عدد المستقیمات بالشكل -١: الحل 
م ء، م ج  ، م ب ،  م ا  ھى  م   المستقیمات التى تمر بنقطة -٢           

ب ج ، ا ب  ، م ب  ھى ب        المستقیمات التى تمر بنقطة             
  ٥=  عدد المستویات بالشكل  -٣        

  ء  ج ب ا ، ب  م ا ، م ا ء   ھى ا  ثلاثة مستویات تمر بالنقطة -٤        
ب  ا ، ب معا ھى ا   المستقیمات التى تمر بنقطة -٥          
ء ج  ب   ا ،ب   م ا  ، ب معا ھى ا   المستویات تمر بالنقطة -٦          

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
 * العلاقة بین مستقیمین فى الفراغ : 

 
 
 

    
 
 
 

)٣(                       الشكل    )٢(                     الشكل   )١(                الشكل      

:  فى الفراغ ھى ٢ ، ل١ضاع النسبیة لمستقیمین لتوجد ثلاث حالات مختلفة للأو  
 (١) المستقیمان متقاطعان : و فى ھذه الحالة یمكن أن یحتویھما مستوى واحد . 

}ا  { = ٢ لبلا ١ل) : ١(      فى الشكل    یقعان فى مستوى واحد ٢ ، ل١، ل    

 (٢) المستقیمان متوازیان : و فى ھذه الحالة یمكن أن یحتویھما مستوى واحد .
یقعان فى مستوى واحد  ٢ ، ل١  ، لT = ٢ لبلا ١ل) : ٢(      فى الشكل   

 (٣) المستقیمان متخالفان : وفى ھذه الحالة لا یمكن أن یحتویھما مستوى واحد .
، T = ٢ لبلا ١ل) : ٣(     فى الشكل    ویقال أنھما متخالفان أو غیر مستویینسسجزء من  ١ل 

 ملاحظة : 
  ٢ل // ١ل:    و یمكن أن یحتویھما مستوى واحد فإن T = ٢ لبلا ١ إذا كان ل-١
  متخالفان ٢ ، ل١ل:    ولا یمكن أن یحتویھما مستوى واحد فإن T = ٢ لبلا ١ إذا كان ل-٢
  المستقیمان الموزیان لثالث فى الفراغ متوازیان -٣
متوزایان أو (  د فى مستوى واح أى مستقیمان  فى الفراغ إما أن یكونا مستویین معا-٤     

)متخالفین ( أو غیرمستویین معا لا یقعان فى مستوى واحد )      متقاطعین    
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 * العلاقة بین مستقیم و مستوى فى الفراغ :

:    للمستقیم و المستوى فى الفراغ ثلاث أوضاع ھى    
 
 
 
 
 
 
 
 
 

] المستقیم مواز للمستوى ]     [المستقیم قاطع للمستوى]  [ المستقیم محتوى فى المستوى  [   
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 * الاوضاع النسبیة لمستویین فى الفراغ :

  : الفراغ ھى  فى  أوضاعلمستویین مختلفین  ثلاثة   یوجد 
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:مثال  
 

  }ء                                                   { 

  }ء                                                   { 

  }ء                                                   { 

   ب ء                                                             

                        ج  ء   

        ا   ء    

}  ء  {                                                                                                                                    

 

  )ب ج  ،  ا ء   ( ، )  ب ء   ،  ا ج  (    ، )    ء  ج  ،  ا ب         ( 
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

: تأمل الشكل المقابل ثم أكمـل ما یأتى  : مثال   
 

  /ب ب=  /  ب/ب ج   ج المستوى   بلا   / ا/ا  ب  بالمستوى  ) أ       ( 

T=   / ج/ ب /ا المستوى   بلاا ب ج   المستوى ) ب       (  

T = / ج/     ابلاا  ج   )  جـ       (  

} ب { = ا  ب  ج  المستوى    بلا   /ب  ب)  د       (   

T =   ج       ابلا   /ب  ب  )ھـ       (  

   ا  ب= ا ب ج المستوى  بلا      / ا ب  ب/ا المستوى ) ط    (   

}ا { =   / ا /ا ب ب المستوى  بلا   / ا/ا ج  جالمستوى   بلاا ب ج   المستوى ) و       (   

/ج  

 ا

 ب

/ا  

 ج

/ب  
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: أكمل ما یأتى ] ١[  

  = ......سس بلا  فإن  ل سسالمستوى // إذا كان المستقیم ل ) ١      
  = ......سس بلا فإن  ل سس المستوى Gإذا كان المستقیم ل ) ٢      
  = .....٢  لبلا ١فإن  ل  ٢المستقیم ل // ١إذا كان المستقیم ل) ٣      
صص  .....  سس  فإن T = صص بلا سس  مستویان حیث صص ، سسإذا كان ) ٤        
................أو ..............  المستقیمان المتخالفان ھما مستقیمان لیسا ) ٥        

:اذكر عدد المستویات التى تمر بكل من ] ٢[  
.نقطتین مختلفتین )                   بنقطة واحدة معلومة        )       أ   
ثلاث نقط لیست على استقامة واحدة) ثلاث نقط على استقامة واحدة              د )      جـ  
ثلاث نقط لیست فى مستوى واحد ) أربع نقط لیست فى مستوى واحد          و  )     ھـ  

،     g       ،   h( تأمل الشكل المقابل ثم أكمـل باستخدام أحد الرموز ] ٣[  
 

سس .......       ا )            بسس.......  ل  )       أ   

صص.........  ب جـ   )  ء                                        صص.......  جـ )      جـ  
 
 
 

مات و المستویاتتمارین على المستقی  

    (    : f    ،  e 
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:فى الشكل المقابل ] ٤[  

صص h، ب  سس gب ل ،  gا   مستویان متقاطعان فى المستقیم ل ، صص ، سس      

: أكمـل ما یأتى   سس hج   ،    صص  g               ج     

   = ...........ا ب ج    المستوى بلا  سسالمستوى ) ١      

  = ...........ا ب ج   المستوى بلا  صصالمستوى ) ٢      

= ........... ا ب ج     المستوى بلا سسالمستوى ) ٣        

= .............ا ب ج  المستوى بلا  صص المستوى بلا سسالمستوى ) ٤        

]٥ [  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

]٦ [  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)  صص    
   صس(

  ل

   ا
  ج

  ب

/ج  

 ا

 ب

/ا  

 ء

/ب  

/ء  

 ج
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  :اختر الإجابة الصحیحة لكل مما یأتى

:أى أربع نقط لیست فى مستوى واحد تعین لنا ) ١  
لا تعین مستو ) اربع مستویات      د ) ثلاث مستویات      جـ) مستویان       ب)      أ   

:، ب فإنھما ا اشترك مستویان فى نقطتین إذا ) ٢  
  ب      امتقاطعان فى ) متطابقان                                           ب)     أ 
ا ب یشتركان فى نقطة ثالثة لا تقع على ) د ا  ب                                      متقاطعان فى مستقیم موازِ )    جـ  

: إذا كان سسزى المستوى تواا ب   )  ٣  
T   =   سس   بلاا ب  )                                بT = سس بلا ب  ا)       أ   
    سس، ب على بعدین مختلفین من المستوى ا )      جـ

سس، ب تقعان فى جھتین مختلفتین من ا ) د                      

: متوازیان إذا كانا ٢ ، ل١المستقیمان ل] ٤[  
فى مستوى واحد  یقعان ٢ لبلآ ١ل)                                     بT = ٢ لبلا ١ل)       أ   
  یجمعھما مستوى واحد ٢ ، ل١  ، لT = ٢ لبلا ١إذا كان ل)      جـ
  لا یجمعھما مستوى واحد٢ ، ل١  ، لT = ٢ لبلا ١إذا كان ل)       د

:ا یكون المستقیمان متخالفین إذا كان] ٥[  
.غیر منطبقین ) ب .                         غیر متوازیین )      أ   
یقعان فى مستوى واحد ) لا یجمعھما مستوى واحد              د )     جـ  

 [٦] سؤال للتفكیر :
       بین بالرسم أنھ إذا تقاطعت ثلاثة مستویات مثنى مثنى فإن مستقیمات تقاطعھا إما أن     

. زى أو تتلاقى  فى نقطة واحدة       تتوا  
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 ص
 س

 
 
 

 تذكر أن : 

 ١) المكعب : ھو متوازى مستطیلات تساوت 
                أبعاده الثلاثة ، طول كل منھا ل          

 
كل وجة من أوجھھ الستھ مربع*   

  * ٢ ل٤=  مساحتھ الجانبیة 
  ٢ ل٦= مساحتھ الكلیة * 
   ٣ ؟ل   = طول قطــره     * ٣ل= حجمـھ  * 

 ٢) شبكة المجسم : ھو الشكل الذى یمكن طیھ لتكوین المجسم .

.للمجسم      و یمكن رسم أكثر من شبكة   

 ٣) الاسطوانة الدائریة القائمة : 

.     الشكل المقابل شبكة اسطوانة دائریة قائمة   
  قاعدتا الاسطوانة متطابقتین و كل منھما على شكل دائرة–    أ    

  
  السطح الجانبى للاسطوانة قبل طیھ ھو مستطیل بعداه-   ب

          س ، ص ، ارتفاع الاسطوانة ص  وحدة طول  

 ٤) المضلع المنتظم ھو مضلع أضلاعھ متساویة الطول و زوایاه
      متساویة القیاس مركزه ھو مركز الدائرة المرسومة داخلھ أو خارجھ 

المجسم الذى یمكن تكوینھ من طى الشبكة المقابلة ھو ھرم رباعى ) ٥  
 

الارتفاع المناظر × طول القاعدة =       مساحة المثلث ) ٦  
 

مربع طول ضلعھ=       مربع طول ضلعھ = المربع مساحة ) ٧  
طول ضلعھ  × ٤=      محیطھ   

  ٢× ) العرض + الطول = ( محیطھ العرض  ، × الطول =  مساحة المستطیل )٨

 الھـــــــرم و المخروط

١ 
٢ 

١ 
٢ 
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 ھو مجسم لھ قاعدة واحدة و جمیع أوجھة الأخرى مثلثات تشترك فى رأس واحدة
  .٠٠٠٠ رباعى أو  ثلاثى أوو یسمى حسب عدد أضلاع مضلع قاعدتھ

   
  رأس الھرم و یقرأ الھرم و یكتب ابتداء من رأسھمتسمى النقطة  * 

  الأحرف الجانبیة للھرم ٠٠٠٠،   "م ء،  "م ج  ، "ب م ،   "م اتسمى القطع * 

.كل وجھ من أوجھ الھرم الجانبیة عبارة عن مثلث *   

"ن م مثل.  قاعدتھ ھو بعد رأس الھرم عن مستوىارتفاع الھرم *   

ارتفاع الوجة الجانبى ھو بعد رأس الھرم عن أحد أضلاع قاعدتھ*   
  "س" م    مثل  

 
 
 

 ھو الھرم الذى قاعدتھ مضلع منتظم مركزه موقع العمود المرسوم من رأس الھرم علیھا
 

 * خواص الھرم المنتظم :  
. أحرفھ الجانبیة متساویة الطول -١     
لثات متساویة الساقین و متطابقة أوجھھ الجانبیة سطوح مث-٢     
. فى الطول  الارتفاعات الجانبیة متساویة -٣     
٠٠مثلث متساوى الاضلاع ، مربع ، (  قاعدة الھرم مضلع منتظم -٤     

  ملحوظة ھامة : 
  المستقیم العمودى من رأس الھرم على مستوى قاعدتھ یكون

. عمودیا على أى مستقیم فیھا   
:  عمودى على مستوى القاعدة فإن "إذا كان م ن:  فى الشكل المقابل   

   ، و یكون المثلث م س ن قائم الزاویة فى ن " ن س┴ " ، م ن "ب ء  ┴  "، م ن   "ا ج  ┴  " م ن

 الھـــــــــرم

 الھرم المنتظم
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 ملحوظة :مركز المثلث المتساوى الاضلاع ھو نقطة تقاطع متوسطاتھ. و مركز المربع ھو نقطة
.             تقاطع قطریھ   

العمود المرسوم من رأس الھرم على یكون الھرم قائما إذا و فقط كان موقع   لقائم الھرم ا*   
.                       قاعدتھ یمر بمركزھا الھندسي   

:ملاحظات    
   الھرم المنتظم قائم لان موقع العمود المرسوم من رأسھ على قاعدتھ یمر بمركزھا الھندسي-١
قاعدة ھرم منتظم و اقترب إلى عدد غیر منتھ تصبح القاعدة   و إذا تزاید عدد أضلاع مضلع -٢  

      دائرة و یصبح السطح الجانبي مخروطى و یكون المجسم مخروط دائرى قائم
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

  سم١٢ سم وارتفاعھ ١٠یساوى ا ب ج ء  ھرم رباعى منتظم طول ضلع قاعتھ  ا  ب  ج  ء م :مثال
.         أوجد ارتفاعھ الجانبى و ارسم إحدى شبكاتھ  

: الحل   
  سم أحد أضلاع قاعدتھ١٠= ا ب  سم ارتفاع الھرم ، ١٢=         م ن 

ا ب ج ء  المربع         ، ن نقطة تقاطع قطرى  

نΕ الھرم رباعى منتظم       م   " n ا ب ج ء  المستوى     A         

  "جـ" ب  n " م سΕ    "بفرض س منتصف ب جـ        

.         و یكون م س ارتفاع جانبى للھرم المنتظم   

"ج، س منتصف ب   "ء بن منتصف :  ء ب ج  Δ         فى   

Ε            سم٥ = ١٠ × =     ء ج  =      ن س    

         eم ن "  n ا ب ج ء المستوى  
         Ε Δ س ن  م  قائم الزاویة فى ن    

         Ε )  ٢)ن س  + ( ٢)م ن = ( ٢)م س  

) =                         ١٦٩ = ٢ )٥ + ( ٢)١٢  
         Ε سم ١٣=  الارتفاع الجانبى للھرم  

ا ب ج ء ل یوضح إحدى شبكات الھرم م          و الشكل المقاب  

١ 
٢ 

١ 
٢ 
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  سم ٢٥ سم ، و ارتفاعھ الجانبى ٢٠ھرم رباعى منتظم ارتفاعھ م ا ب ج ء : مثال 

.           أوجد طول ضلع الھرم ، و ارسم شكلا یوضح إحدى شبكاتھ  
:  الحل  

         بنفس الطریقة السابقة نقوم بالحل
 * قاعدة أویلر :  عدد الأوجھ + عدد الرؤوس = عدد الأحرف + ٢ 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 * الھرم الثلاثى المنتظم : ھو ھرم قائم أوجھھ الاربعة سطوح مثلثات متساویة الأضلاع .

  * خواصھ : 
  یمكن إعتبار أى وجھ من أوجھھ قاعدة -١   
  الارتفاعات الجانبیة متساویة فى الطول -٢   
  أطوال أحرفھ الستة متساویة فى الطول-٣   

 
:    فى الشكل المقابل   

ارتفاعھ الجانبى /ع، ع ، ارتفاعھ  ل= تظم طول حرفھ    ھرم ثلاثى من  
 

ل =      م ء  ،  ل=      ج ن  ،   ل =       ء ن    ، ل =       ء     جـ   
  

ل  =      /ع، ارتفاعھ الجانبى    ل=       م ن ) = ع (     ، ارتفاعھ   

         ]Ε    ٢ل ٣ = ٢/ ع ٤،  ٢ل ٢ = ٢ ع ٣  [  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٣؟
٢ 

 ٣؟
٦ 

 ٣؟
٣ 

 ٦؟
٣ 

 ع

 م

 ا

 ب

 ج

ن ء
 ء

/ع  

 ٣؟
٢ 

 ٣؟
٢ 

 المخـــروط

ھو مجسم لھ قاعدة واحدة على شكل 
منحنى مغلق و رأس واحدة و یتكون 
سطحھ الجانبى من جمیع نقط القطع 
المستقیمة المرسومة من رأسھ إلى 
منحنى قاعدتھ و التى یعرف كل منھا 

.براسم المخروط   
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 * خواص المخروط الدائرى القائم : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
  سم و طول راسمھ٢٤ محیط و مساحة قاعدة مخروط دائرى قائم ارتفاعھ tأوجد بدلالة : مثال 

. سم ٢٦           
ع ، = ل ، ارتفاع المخروط = بفرض طول الراسم : الحل   

نق =          طول نصف قطر دائرة المخروط   
         e٢ ع– ٢ل = ٢ نق     Ε١٠٠ = ٢)٢٤ (– ٢)٢٦= ( ٢  نق  
         Ε سم ١٠=   نق  

t ٢٠ = ١٠ × t ٢=  نق t ٢=         محیط قاعدة المخروط القائم   
  ٢  سمt ٥٧٦ = ٢)٢٤( × t = ٢ نقt=         مساحة القاعدة 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
"ـ . إذا دار المثلث ا ب ج  نصف دورة كاملة   فكر : ا ب ج مثلث ، ا ب = ا ج  ، ء منتصف ب "ج

    "ءقطرھا ب   دائرة طول نصفقاعدتھ مخروط دائرى قائم  كمحور فإنھ ینشأ ا ء          حول  
  "ا  ب، طول راسمھ   "ا ء   ارتفاعھ     

 تذكر أن : مساحة القطاع الدائرى =       ل نق  حیث ل طول قوسھ ، نق نصف قطر دائرتھ

 المخروط الدائرى القائم

  الزاویة دورة كاملة حول أحد ضلعى القائمة كمحورھو الجسم الذى ینشأ من دوران مثلث قائم

١ 
٢ 
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 * شبكة المخروط القائم :

  یمكن طى شبكة المخروط القائم لتكوین عبوات 
. مخروطیة الشكل   

:  فى الشكل المقابل   
)طول راسم المخروط ( ل  = ا ج  = ا ب  -١   
یمثل السطح الجانبي للمخروط ا ب ج   قطاع ال-٢   

  نق t ٢ =  ب  ج      ، طول 
           حیث نق طول نصف قطر قاعدة المخروط 

" نا طول =  ارتفاع المخروط -٣   
 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
.أوجد إرتفاعھ. الشكل المقابل یوضح شبكة مخروط قائم مستعینا بالبیانات المعطاه : مثال   
:الحل   

:        من شبكة المخروط نلاحظ أن   

  سم ٢١=   "ا طول م =        طول راسم المخروط 

  سم ٤٤= ا  ب طول =         محیط قاعدة المخروط 

نق = "طول جـ ن=         طول نصف قطر قاعدة المخروط   

        عند طى شبكة المخروط نحصل على الشكل المقابل 

         ع   = "طول م ن= ارتفاع المخروط        فیكون 

      e سم    ٤٤=  محیط قاعدة المخروط Ε  ٢ t ٤٤=  نق  

      Ε ٤٤= نق  ×      × ٢     Ε سم ٧=   نق  

      e٢ نق– ٢ل = ٢  ع     Ε ٣٩٢ = ٢)٧ (– ٢)٢١ = (٢  ع    Ε سم ٢؟  ١٤=   ع   

=  ارتفاع المخروط الدائرى القائم Ε         سم٢؟  ١٤         
 

٢٢ 
٧  
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  [١] الھرم المنتظم القائم :
 

مجموع مساحات أوجھھ الجانبیة = القائم للھرم  المساحة الجانبیة   

ھ الجانبى ارتفاع× محیط قاعدتھ                   =        

    مساحة قاعدتھ +تھ الجانبیة مساح = المساحة الكلیة للھرم 
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

باستخدام الشبكة التى أمامك صف المجسم : مثال   
.         و أوجد مساحتھ الكلیة   

 
: الحل   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

المساحة الجانبیة و الكلیة للھرم 
 المنتظم القائم و المخروط الدائرى

١ 
٢ 
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:  مثال   
:الحل   

         المجسم ھرم ثلاثى منتظم قائم 
   سم ٣؟   ٩= " ٢ "٩ "– "٢ ١٨؟=           طول حرفھ ل 

  سم ١٨=         ارتفاعھ الجانبى 
    سم٣ ؟  ٢٧  = ٣؟   ٩ ×  ٣) = مثلث متساوى الاضلاع (         محیط قاعدتھ 

  ٢   سم٣؟  ٨١ = ١٨  × ٣؟  ٩× =      الارتفاع × القاعدة  =                  مساحة قاعدتھ 
الارتفاع الجانبي× محیط قاعدتھ =               مساحة الھرم الجانبیة   

  ٢ سم٤٢٠٫٩ = ١٨  × ٣ ؟  ٢٧×                                     =     
مساحة قاعدتھ + مساحتھ الجانبیة =         مساحتھ الكلیة   

  ٢ سم٥٦١٫٢   = ٣؟  ٨١ + ٤٢٠٫٩                           = 
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

  [٢] المخروط : 
.         بفرض ل طول راسمھ ، نق طول نصف قطر دائرتھ  

   نق لt=        المساحة الجانبیة للمخروط القائم 

      tنق ل  + t كلیة للمخروط القائم        المساحة ال  ٢نق =  
 =                                              t نق+ ل ( نق(  

 
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 تذكر أن : فى القطاع الدائرى   ھـ ء =                              

زاویة القطاع بالدائرى ، ل طول قوسھ ، نق طول نصف قطر دائرتھ   ء              حیث ھـ  

  ٢نق  ءھـ=      نقل =                    مساحة القطاع 

ل  + نق ٢=               محیط القطاع     
 
 

سم٩  

  سم١٨

سم٩  

٣؟   ٩  

١ 
٢ 

١ 
١ ٢ 

١ ٢ 
٢ 

   ل   
 نق

١ 
٢ 

١ 
 نق نق ٢

 ل

 ھـ
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  سم١٧
  سم١٥

 نق سم

: مثال   
 
 
 
 
 
 
 
 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
  سم ١٥ سم و ارتفاعھ ١٧ أوجد المساحة الكلیة لمخروط قائم طول راسمھ :مثال
: الحل  
      e٦٤ = ٢)١٥ (– ٢)١٧ = (٢ نق   Ε سم ٨=  نق  

      Ε المساحة الجانبیة    =tنق ل  = t × ١٣٦ = ٨ × ١٧ t٢  سم  

      Ε المساحة الكلیة  =t نق+ ل ( نق = ( ٨ t )  ١ ٧ +  ٨(    

٢سم     ٨ t ×  ١ ٥ =  ١٢٠ t   =                             
 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
:مثال   
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: مثال   

 
: الحل   

         بفرض نق نصف قطر دائرتھ ، ل طول الحرف الجانبى ، ع الارتفاع 
        e ٨٨=   محیط دائرتھ    Ε  ٢ t ٨٨=  نق   Ε سم ١٤=  نق  

        e٥٩٦ = ٢)١٤ + (٢)٢٠ = (٢  ل     Ε سم ٢٤٫٤=   ل  

  ٢ سم١٠٧٣٫٢ =١٤ × ٢٤٫٤×  t  =  نق لt=         مساحة غطاء المصباح 
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 تذكر أن : ١- حجم المنشورالقائم = مساحة القاعدة × الارتفاع 
  ٠٠٠٠٠قاعدتھ مثلث أو مربع أو شكل رباعى أو                   

الارتفاع × مساحة القاعدة = وانة القائمة حجم الاسط -٢               
نق قاعدتھا دائرة طول نصف قطرھا                     

  ظتا  ٢س=      مساحة سطح المضلع المنتظم -٣             

  ٥ ١٨٠ = tحیث ن عدد اضلاعھ ، س طول ضلعھ ،                   
 

 العلاقة بین حجم الھرم و المنشور المشتركتان فى نفس القاعدة و الارتفاع :

ارتفاعھ × مساحة قاعدتھ =      حجم المنشور =      حجم الھرم   

 حجم الھرم والمخروط القائم

١
٣ 

١
٣ 

t  
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 * حجم الھــــرم : 

ع × ق =     ارتفاعھ × ثلث مساحة قاعدتھ =    حجم الھرم   

ارتفاع الھرم ) ع ( مساحة القاعدة ، ) ق (     حیث   
 
  

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
: مثال   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
: مثال   

 
 
 
 
 
 
 

  ٢ سم١٠٠ = ١٠ × ١٠= مساحة القاعدة ) : أ ( فى الشكل : الحل 

  ٣ سم٧٠٠ = ٢١ × ١٠٠× =      ع × ق =               حجم الھرم الرباعى المنتظم 
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) = ظم خماسي منت( مساحة القاعدة ) : ب(         فى الشكل    ظتا ٢   س        

  ٢ سم١١٠=  ظتا      ٢ )٨( ×                                                                           =    

  ٣ سم٥١٣٫٣ = ١٤ × ١١٠× =      ع × ق =             حجم الھرم الخماسي المنتظم 

  ٨ = "٢)"١٥" (–" ٢)"١٧(؟=  س ) : جـ(         فى الشكل 

  سم ١٦ = ٨ × ٢=                            طول ضلع القاعدة     

  سم " ١٦١؟=  " ٢)" ٨ " (–" ٢)"١٥(؟=                                 ع 

  ٢ سم٢٥٦ = ١٦ × ١٦=                                مساحة القاعدة 

  ٣ سم١٠٨٢٫٧=  " ١٦١؟ ×  ٢٥٦× =      ع × ق =             حجم الھرم الرباعى المنتظم 
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 فكر : العلاقة بین حجم مخروط قائم و حجم اسطوانة دائریة قائمة:
 

حجم الاسطوانة الدائریة القائمة=      روط القائم        حجم المخ  
 
 
 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 * حجم المخروط القائم : 

.رب مساحة قاعدتھ فى ارتفاعھ ثلث حاصل ض= حجم المخروط      

      =                      t  ع ٢نق  
 

ارتفاع المخروط) ع ( طول نصف قطر دائرة المخروط ، ) نق (   حیث   
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:مثال   
 
 
 
 
 
 
 

: الحل   
        فى الشكل ( أ ) : نق = ٩ سم ، ع = ١٤ سم 

       Ε حجم المخروط       =t  ع ٢نق     =  ×t ×  )٣ سم١١٨٧٫٥ = ١٤ × ٢ )٩  
 

       فى الشكل (ب) : ع = ٢٤ سم ، ل = ٢٦ سم  ، نق = ؟ 
  سم ١٠ =  "٢)"٢٤""""(" –" ٢)"٢٦(؟=                               نق 

       Ε حجم المخروط       =t  ع ٢نق     =  ×t× )٢٤ × ٢) ١٠  

٣  سم٢٥١٣٫٣                           =  

؟ =  سم ، ع ٥=  سم ، نق ١٣= ل ) : جـ(فى الشكل         
  سم ١٢= " ٢)"٥(" –" ٢)"١٣(؟=                                ع 

      Ε حجم المخروط       =t  ع ٢نق     =  ×t× )١٢ × ٢)٥  

  ٣  سم٣١٤٫٢                         = 
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

:مثال  
 
 

:الحل  
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  سمt ٦ و محیط قاعدتھ ٣ سمt ٢٧قطعة من الشیكولاتھ على ھیئة مخروط قائم حجمھ : مثال 
.         أوجد ارتفاعھ   

:الحل   
        e٦= ھ   محیط قاعدت t        سم  Ε  ٢ t ٦=  نق t     Ε سم ٣=   نق  

        e ٢٧=  حجم المخروط t٣  سم    Ε       t٢٧=  ع ٢ نق t    

        Ε      t ×  )٢٧= ع ×  ٢)٣ t   Ε ع م      ٩=      س  Ε سم ٩=   الارتفاع  
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

: مثال   
 
 
 

: الحل   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
 ملاحظة ھامة : سعة حاویة تقدر بحجم السائل الذى تحتویھ ، ولحساب سعتھا تستخدم نفس  

                       قوانین حساب الحجوم ووحدة قیاس السعة اللتر
   ٣ سم١٠٠٠=  مللیمتر ١٠٠٠=  لتر ١                      

 تذكر أن : 
  ١-  السعة ھى حجم الفراغ الداخلى لأى جسم أجوف 

    ٢ نقt ٤=      ، مساحة سطح الكرة ٣  نقt=      حجم الكرة -٢ 
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: مثال   
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.ایھما سعتھ أكبر ؟ أوجد الفرق بین سعتیھما . ، ب كأسان للشراب ا : مثال   
:الحل   

  سم١١=  سم ، ع ٢٫٥= نق:  الكأس الأول 

  ع ٢ نقt=      ا  حجم الكأس الاول 

      =                        t × )٣ سم٧٢ = ١١ × ٢ )٢٫٥  
 

  سم ٥=  سم ، ع ٥٫٥= نق :  الكأس الثانى 

  ٣ سم٥٠٫٤ = ٥ × ٢ )٥٫٥(  × t=       ع  × ٢ نقt=      كأس الثانى ب  حجم ال

]السعة = الحجم :  تذكر أن                  [٣  سم٢١٫٦ = ٥٠٫٤ – ٧٢=  الفرق بین سعتیھما   
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

١
٣ 
١
٣ 

١
٣ 

١
٣ 

 تمارین على حجم المخروط و الھرم
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 * تذكر أن : 

ھى مجموعة نقط المستوى التى تكون على نفس البعد الثابت: الدائرة -١  
.من نقطة ثابتة فى المستوى                  

  و نرمز للدائرة بـ دالثابتة مركز الدائرة و نصف قطرھا نق                 حیث تسمى م النقطة 
 

")٢"س" –" ٢"ص" ( " +")١" س"– "٢س( ؟ ) =  ٢ ، ص٢س( ،  ) ١ ، ص١س(  البعد بین النقطتین -٢  
  ٢ )١ ص– ٢ص + ( ٢ )١ س– ٢س( =     مربع البعد 

) ن  + ١ ، صم + ١س( ھى النقطة ) م ، ن ( بالانتقال  ) ١ ، ص١س(  صورة النقطة -٣  
  ) ٥ ، ٢( ھى النقطة  ) ١ ، ٤( بالانتقال  ) ٤ ، ٢ -(      صورة النقطة 

  ) ٢ ، ص٢س( ،  ) ١ ، ص١س(  إحداثى منتصف المسافة بین النقطتین -٤

                  ) =                                                                      ، (  

  حا          ٢نق=        ى مضلع منتظم  مساحة ا-٥
 

.    حیث نق نصف قطر الدائرة المار برؤوسھ ، ن عدد أضلاع المضلع   

  ٠= ج  + ب ص + ا س لا تنتمى لمستقیم ) ١ ، ص١س(  طول العمود من نقطة -٦

=      طول العمود ل   

 

 ملحوظة : البعد بین النقطة ( س١  ،   ص١ ) 
| ١س| ) = محور الصادات  ( ٠= مستقیم س             ، ال  

) ١ ، ص١س(            ، البعد بین   
|١ص|= ) محورالسینات(٠= و المستقیم ص               

٢نق = ١ تتطابق دائرتان إذا تساوى طولا نصفى قطریھما نق-٧   

 معادلة الدائرة

 ص١ + ص٢
      ٢  

 س١ + س٢
      ٢  
٣٦٠ 

 ن
ن
٢

|جـ  + ١ب ص + ١سا   |   

لم٢ بلم +٢ابم               

٠= ج  + ب ص + ا س   

)١ ، ص١س( ×   

 صس

)١،ص١س(  

 صص

١ص  

١س  
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٢نق = ٢ ) ه  –ص  + ( ٢)ء  –س (   

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

مركز الدائرة  ، نق نصف قطر الدائرة) ه ، ء (          حیث م   
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

  وحدات٥و طول نصف قطرھا یساوى ) ٣ - ، ٤ (اكتب معادلة الدائرة إذا كان مركزھا م: مثال 
:الحل   

   الدائرة د )س ، ص ( قطة ر         بفرض أن الن
        e وحدات   ٥= ، طول نصف قطر الدائرة  ) ٣ - ، ٤(  مركز الدائرة  
        Ε     وحدات ٥=    نق  ،     ٣- =  ه    ،     ٤= ء  
        Ε ٢ )٥ = ( ٢ )٣+ ص  + ( ٢ )٤ –س (   تكون المعادلة ھى  

  ٢٥ = ٢ )٣+ ص  + ( ٢ )٤ –س : (             اى 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  فى الوحدات ٢٨؟و طول قطرھا   ) ٠ ، ٢( اكتب معادلة الدائرة إذا كان مركزھا م :  مثال 

وحدة=          ، نق  ) ٠ ، ٢(  م : الحل   

       e  ) ٢نق = ٢ ) ه  –ص  + ( ٢)ء  –س  

        Ε ٢ = (       )٢ )٠ –ص  + ( ٢ )٢ –س (   المعادلة  

        Ε ى ه ة  ر ئ ا د ل ا ة  ل د ا ع م )٢ –س (    ٢ + = ٢ص   ٧   

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

  ) ٩ - ، ٢ -( ا و تمر بالنقطة  ) ٥ - ، ٠( اكتب معادلة الدائرة إذا كان مركزھا : مثال 
 

  ٢٨؟
 ٢  

  ٢٨؟
 ٢  
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= ٢)ا م = ( ، م ا مربع البعد بین : الحل   
  ٢٠ = ٢ )٥ + ٩ - + ( ٢ )٠ – ٢ - = ( ٢         نق

مركز الدائرة  ) ٥ - ، ٠(    ، م         
      Ε ٢نق = ٢ ) ه  –ص  + ( ٢)ء  –س (  معادلة الدائرة ھى  

      Ε ٢٠ = ٢ )٥+ ص  + ( ٢ )٠ –س (   المعادلة ھى  

  ٢٠ = ٢ )٥+ ص  + (٢س:            اى 
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 اكتب معادلة الدائرة إذا كان مركزھا نقطة الاصل و طول نصف قطرھا یساوى نق من الوحدات
: الحل   
       e نق = ، طول نصف قطر الدائرة  )   ٠ ، ٠(   م  
       Ε ٢نق = ٢ )٠ – ص  + (٢)٠ –س (   معادلة الدائرة ھى  

           اى معادلة الدائرة التى مركزھا نقطة الاصل و نصف قطرھا نق وحدة 

  ٢نق = ٢ص + ٢س:            ھى
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

  ) ٥ ، ٦( ، ب  ) ٧ - ، ٢( ا حیث   "ا باكتب معادلة الدائرة التى قطرھا : مثال 
:الحل   

"ا بمركز للدائرة التى قطرھا ) ، ھـ ء (         بفرض النقطة م   

    "ا ب        و ھى منتصف 

        Ε ١ - ، ٤= () ،           )= (           ، ھـ ء (  م(  
 

  ٤٠ = ٣٦ + ٤ = ٢ )١ + ٧ - + ( ٢ )٤ – ٢ = ( ٢)ا م  = ( ٢      نق 
  ٤٠ = ٢ )١+ ص  + ( ٢ )٤ –س : (        تكون معادلة الدائرة 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
 ملاحظة ھامة : بفرض النقطة (س١، ص١ ) فى مستوى الدائرة د التى معادلتھا 

:فإنھ   ٢نق = ٢ ) ه  –ص  + ( ٢)ء  –س (                       
فإن النقطة تقع خارج الدائرة   ٢نق > ٢ ) ه  –ص  + ( ٢)ء  –س ( إذا كان  -١  
فإن النقطة تقع داخل الدائرة   ٢نق < ٢ ) ه  –ص  + ( ٢)ء  –س ( إذا كان  -٢  
فإن النقطة تقع الدائرة  ٢نق = ٢ ) ه  –ص  + ( ٢)ء  –س ( إذا كان  -٣  

    ا              
 )- ٩ - ، ٢(  

             م نق
 )     ٥ - ، ٠(  

 

)٧ -، ٢(ا   
)،ھـ ء ( م  

)٦،٥( ب  ×  
 ٢ + ٦ 

   ٢  
 ٧ +٥-

   ٢  
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حدد موضع النقط التالیة تنتمى الى الدائرة د التى معادلتھا : مثال   
  )٣ -  ، ٢(  ، جـ ) ٥ ، ٧( ، ب ) ٣ ، ٩( ا حیث النقط ٢٥ = ٢ )١+ ص  + ( ٢ )٦ –س   ( 

: فى المعادلة المعطاه نجد ا  بالتعویض عن  : الحل  
الطرف الایسر = ٢٥ = ١٦ + ٩ = ٢ )١ + ٣ + ( ٢ )٦ – ٩= (          الطرف الایمن   

         Ε ٣ ، ٩( ا النقطة (  الدائرة د   
  :          بالتعویض عن ب فى المعادلة المعطاه نجد 

  الطرف الایسر>    ٣٧ = ٣٦ + ١ = ٢ )١  +٥ + ( ٢ )٦ – ٧= (          الطرف الایمن 
         Ε النقطة ب تقع خارج الدائرة  

 
:         بالتعویض عن جـ فى المعادلة المعطاه   

الطرف الایسر < ١٨ = ٤ + ١٤ = ٢ )١ + ٣ - + ( ٢ )٦ – ٢= (          الطرف الایمن   
         Ε النقطة جـ تقع داخل الدائرة  .  

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
  دائرتان ٢  ، د١ الشكل المقابل فیھ د: مثال 

          أثبت أن الدائرتان متطابقتان ثم أوجد معادلة كل منھما
: الحل   
    تتطابق الدائرتان إذا تساوى طولا نصفى قطریھما      

        eوحدة ٢ = ٢نق = ١  نق  
Ε         الدائرتان  متطابقتان     

      e وحدة٢ = ١، نق ) ٠ ، ٠( مركزھا  : ١ الدائرة د  
      Ε ٤ = ٢ص + ٢س : ١  معادلة الدائرة د  

      e وحدة ٢=  ٢، نق ) ٢ ، ٥( مركزھا  : ٢ الدائرة د  
      Ε ٤ = ٢ )٢ –ص  + ( ٢ )٥ –س  : ( ٢ معادلة الدائرة د  

  ) ٢ ، ٥(  بالانتقال ١ ھى صورة الدائرة د٢      و یلاحظ من الرسم أن الدائرة د
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

: أكمـــل ما یاتى : مثال   
   ) ٣ ، ٤-( بالانتقال ١ ھى صورة الدائرة د٢ ، الدائرة د٤ = ٢ص + ٢س : ١إذا كانت الدائرة د

   ٤ = ٢ )٣ –ص  + ( ٢ )٤+ س (  ھى  ٢فإن معادلة الدائرة د
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    ٢= و تمس المستقیم س  ) ٤ ، ٥ ( اكتب معادلة الدائرة التى مركزھا النقطة: مثال 
: الحل   

        e نق طول نصف قطرھا  ) ٤ ، ٥(م  مركز الدائرة ،  
  ٠ = ٢ -           و من قانون طول العمود من نقطة م الى المستقیم س 

   ٢ -=  ، جـ ٠=  ، ب ١= ا            حیث 

        Ε ٣= | ٣|=  | ٢ – ٥|                  =                 =                             ا   م=   نق  
 

        Ε ٢نق = ٢ ) ه  –ص  + ( ٢)ء  –س (   معادلة الدائرة ھى  

         Ε ٩ = ٢)٣ = (٢ )٤ –ص  + ( ٢ )٥ –س (   المعادلة ھى  
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 * ایجاد مركز و طول نصف قطر دائرة من معادلة دائرة :
 

:أوجد إحداثیا المركز و طول نصف قطر كل من الدوائر الآتیة : مثال   
٢ــ ص ١٦=  ٢ )١+ س ) ( ب      (١٧ = ٢ )٣+ ص  + ( ٢ )٢ –س ) ( أ          (   

:الحل   
بمقارنة كل مقدار جبرى فى المعادلة المعطاه و نظیره فى المعادلة ) أ (           
   ٢نق = ٢) ھـ –ص  + ( ٢)ء  –س  (                                 
مركز الدائرة ، نق طول نصف قطرھا ) ، ھـ ء (  حیث النقطة                
              Ε ٢ –س = ء  – س            Ε   ٢= ء   

  ٣ -=  ھـ Ε        ٣+ ص =  ھـ –                ، ص 
              e١٧ = ٢  نق                    Ε ١٧؟=    نق  

  وحدة  ١٧؟و طول نصف قطرھا یساوى   ) ٣ - ، ٢(               فیكون مركز الدائرة النقطة 
لصورة الاحداثیة أولا ثم بمقارنة كل مقدار جبرى یجب وضع المعادلة فى ا) ب             (  

و نظیره فى المعادلة  ١٦ = ٢ص + ٢)١+س(فى المعادلة المعطاه                      
   ٢نق = ٢) ھـ –ص  + ( ٢)ء  –س (                                         

صف قطرھامركز الدائرة ، نق طول ن) ، ھـ ء (               حیث النقطة   
              Ε ١+ س = ء  – س         Ε     ١ -= ء  

صفر =   ھـ Εص             =   ھـ –              ، ص   
              e١٦ = ٢  نق                    Ε ٤=  نق  

٢=س   

 م
 نق ا

|جـ  + ١ب ص + ١سا   |   

لم٢ بلم +٢ابم               
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  وحدة٤و طول نصف قطرھا یساوى  ) ٠ ، ١-(       فیكون مركز الدائرة النقطة        
 
 
 
 eوطول نصف قطرھا یساوى نق من الوحدات ) ه   ، ء ( عادلة الدائرة التى مركزھا  م  

      بفك الاقواس ٢نق = ٢) ھـ –ص  + ( ٢)ء  –س (     ھى 
 Ε٠ = ٢ ــ نق٢ھـ+  ٢ء+  ھـ ص ٢س ــ ء  ٢ ــ ٢ص + ٢  س  
 e     ثوابت      ، نق       ه   ،ءΕ بتا مقدارا ثا = ٢ ــ نق٢ھـ+  ٢ء  المقدار  

   تصبح المعادلة على الصورة ٢ ــ نق٢ھـ+  ٢ء= ــ ھـ    ، جـ = ، ك  ء    ــ =    و بوضع ل 

   ٠= جـ +  ك ص ٢+  ل س ٢ + ٢ص + ٢س:  لمعادلة دائرةالصورة العامة     

و طول نصف قطرھا یساوى نق  حیث) ــ ل ، ــ ك ( مركزھا   

  ٠>  ــ  جـ  ٢ك + ٢ل     ،  لمجـ لم لم ــلم٢ كلم+ ٢لبم = نق 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
فو طول نص ) ٣ - ، ٦(اكتب الصورة العامة لمعادلة الدائرة إذا كان مركزھا النقطة م : مثال   

  .  وحدات٥یساوى          قطرھا 
: الحل   

 eالدائرة  لمعادلةفى الصورة العامة)  ك - ل ، -( ائرة  مركز الد   
  معطى) ٣- ، ٦(     ، مركز الدائرة 

 Ε ٣=   ، ك ٦ -=  ل   
 e ٢ ــ نق٢ك + ٢ل=    ، جـ ٥=   نق      Ε ٢٠ = ٢)٥( ــ ٢ )٣ + ( ٢ )٦ -= (   جـ  

  ٠ = ٢٠+  ص ٦+  س ١٢ – ٢ص + ٢س:  العامة لمعادلة الدائرة ھى  و تكون الصورة

 ملحوظة : 

  ثم ٢٥ = ٢ )٣+ ص  + ( ٢ )٦ -س ( یمكن التحقق من صحة الحل باستخدام معادلة الدائرة 
 تبسیطھا و مقارنة النتائج 

 
   نجد ك٢٥ = ٢ )٣+ ص  + ( ٢ )٦ -س ( باختصار المعادلة :  مثلا 

  ٠ = ٢٥ – ٩+  ص ٦ + ٢ص + ٣٦+  س ١٢ ــ ٢          س
    و ھذه معادلة الصورة العامة ٠ = ٢٠+  ص ٦+  س ١٢ــ  ٢ص + ٢          س

مة لمعادلة الدائرةالصورة العا  
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و تمر بالنقطة  ) ٣ - ، ٥( اكتب الصورة العامة لمعادلة الدائرة إذا كان مركزھا النقطة ن : مثال   
  ) .١ ، ٢(          ب 

: الحل   
  ) ٣ - ، ٥(دائرة المعطاه ،مركزھا ننفرض نق نصف قطر ال        

  وحدة٥ = "٢)" ٣" "+" ١"( " + "٢)" "٥ –" ٢(؟) =  ب ن= ( نق         
        Ε فى الصورة العامة )  ك - ل ، -(   مركز الدائرة  

        Ε ٥=    ، نق  ٣=  ، ك ٥ -=  ل  

        Ε ٩ = ٢ )٥(  ــ ٢ )٣ + ( ٢ )٥ -  = ( ٢ ــ نق٢ك + ٢ل=  جـ  

   ٠= جـ +  ك ص ٢+  ل س ٢ + ٢ص + ٢س:         و تكون الصورة العامة لمعادلة الدائرة 

         Ε٠ = ٩+  ص ٦+  س ١٠ ــ ٢ص + ٢ س  

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
  )٥ ، ٦( ، ب  ) ٧ - ، ٢( ا حیث   "ا بمعادلة الدائرة التى قطرھا الصورة العامة لاكتب : مثال 
: الحل   

"ا بمركز للدائرة التى قطرھا ) ، ھـ ء (         بفرض النقطة م   

    "ا ب        و ھى منتصف 
        Ε ١ - ، ٤         ) = (،  )= (           ، ھـ ء (  م(  

 
        Ε فى الصورة العامة )  ك - ل ، -(  مركز الدائرة  
        B ١=   ، ك ٤ -=   ل     
        A٤٠ = ٣٦ + ٤ = ٢ )١ + ٧ - + ( ٢ )٤ – ٢ = ( ٢)ا م  = ( ٢ نق  Ε ١٠؟      ٢=   نق  

   ٢٣ -=  ٤٠ – ٢ )١ + ( ٢ )٤ -  = ( ٢ ــ نق٢ك + ٢ل=           ، جـ 
٠= جـ +  ك ص ٢+  ل س ٢ + ٢ص + ٢س:         و تكون الصورة العامة لمعادلة الدائرة   

  ٠  = ٢٣ – ص ٢+  س ٨ – ٢ص + ٢        اى  س
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

تنتمى الى دائرة واحدة  ) ٠ ، ١ -( ، جـ  ) ٨ ، ٣( ، ب ) ٢ - ، ٣( ا إذا كانت النقط : مثال   
.قطر فیھا ثم اكتب الصورة العامة لمعادلتھا   "ا  ب          فأثبت أن   

              ب   
)١ ، ٢(  

             ن نق
)     ٣ - ، ٥(  

 ٢ + ٦ 
   ٢  

 ٧ +٥-
   ٢  

)٧ -، ٢(ا   
)،ھـ ء ( م  

)٦،٥( ب  ×  
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)یراعى الحلول الاخرى  ( : الحل   
: الحل    

        =                    e ا ج   میل=                   =  
 

   ٢=            =           ، میل ب جـ 
 

      E ١ - = ٢× =       میل ب جـ × ا ج      میل  
 
 

      E      ا  جn            ب ج ـج        E محیطیة مرسومة فى نصف دائرة ٥ ٩٠ = فف)جـ (      ق  
      E     الدائرة قطر فى ا ب .  

      E قطر الدائرة    "ا ب مركز الدائرة منتصف )  ك - ل ، -(   م  

       e ٣ ، ٣) = ( ،            ) = (             ك - ل ، -(  م    ( E ٣ -=  ،  ك ٣ -=   ل  

         ٢٥ = ٢٥ + ٠ = ٢ )٣ – ٢ - + ( ٢ )٣ – ٣ =  ( ٢)م ا   (  = ٢         ،   نق
 

  ٧ - = ٢٥ – ٢ )٣ -+ (  ٢ )٣ -  = ( ٢ ــ نق٢ك + ٢ل=    ، جـ       

      E ٠= جـ +  ك ص ٢+  ل س ٢ + ٢ص + ٢س:   الصورة العامة لمعادلة الدائرة  

  ٠ = ٧ – ص ٦ – س ٦ – ٢ص + ٢          أى  س

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 * الشروط اللازمة لتصبح معادلة الدائرة فى الصورة العامة : 

: یجب تحقق الشروط الثلاثة الأتیة معا ٠= جـ +  ك ص ٢+  ل س ٢ + ٢ص + ٢س     

  المعادلة من الدرجة الثانیة فى س ، ص -١

الوحدة  = ٢معامل ص = ٢س معامل -٢  

   ٠>  جـ  – ٢ك  + ٢ ، ل٠=  خالیة من الحد الذى یحتوى س ص أى معامل س ص -٣
 
 

)٨ ، ٣(  ب )٢-، ٣(ا      
) ك-،  ل-( م  

×  

  )٠ ، ١ -( جـ 

 ص٢ – ص١
  ١  س– ٢س

 ٢ – ٠- 
١ + ٣  

١- 
٢  

 ٨ – ٠ 
١ + ٣   

١- 
٢  

 ٣ + ٣ 
    ٢  

 ٢ + ٨- 
    ٢  
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. أى المعادلات الآتیة تمثل دائرة وإذا كانت معادلة دائرة : مثال  
: أوجد مركزھا و طول نصف قطرھا          
  ٤٩ = ٢ ص٤ + ٢ س٤) ٢      ٠ = ١٧+  ص ٤+  س ٦ – ٢ص + ٢س) ١       
٠ = ٣+  س ص ٢+ ٢ص + ٢س) ٤               ٠=  ص ٢ – س ٤ + ٢ص + ٢س) ٣         
٠=  ص ٨ – س ٦ + ٢ ص٢ + ٢ س٣) ٦           ٠ = ٢٥+  س ٤ + ٢ص + ٢س) ٥         
:الحل   

٠=  ص ٢ – س ٤ + ٢ص + ٢س) ٣   ٠ = ١٧+  ص ٤+  س ٦ – ٢ص + ٢س) ١  
الوحدة = ٢معامل ص=   ٢معامل س              الوحدة  = ٢عامل ص م = ٢   معامل س  

        ، المعادلة خالیة من الحد المحتوى على س ص    ، خالیة من الحد المحتوى على س ص 
  ٠=  ، جـ ١-=  ، ك ٢=                 ، ل  ١٧=   ، جـ ٢=  ، ك ٣ -=    ، ل 

 e٠ > ٥ = ٠ – ١ + ٤=  جـ – ٢ك + ٢   ، ل٠<  ٤ -=  ١٧ – ٤ + ٩=  جـ – ٢ك + ٢ ل  
E       ٥؟=    نق E                              المعادلة لیست دائرة   
  ) ١ ، ٢ -(    المعادلة  تمثل دائرة مركزھا ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

٥؟=        ، طول نصف قطرھا  ٤قسمة على  بال٤٩ =  ٢ ص٤ + ٢ س٤) ٢  
   Eـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ٠=  ــ        ٢ص + ٢  س                      

٠ = ٣+  س ص ٢+ ٢ص + ٢س) ٤              الوحدة =  ٢معامل ص=  ٢  معامل س  
الوحدة = ٢معامل ص = ٢      معامل سلحد المحتوى على س ص ، المعادلة خالیة من ا  

                         و المعادلة تحتوى على على س ص ــ   =   ، جـ ٠=  ، ك ٠= ، ل 
  المعادلة لیست دائرةE         ٠>  )       - ( – ٠ + ٠=  جـ – ٢ك+  ٢ ، ل
  ) ٠ ، ٠( المعادلة دائرة مركزھا =        نق 

 لتعیین إحداثى مركز دائرة و طول نصف قطرھا من الصورة العامة لمعادلتھا 

  ١ = ٢ معامل ص٢معامل س: تحقق أولا من وضع المعادلة فى الصورة العامة حیث ) ١
 

)،                 (                   أى  )   ك -  ل ، -( إحداثیا المركز ) ٢  
 

   "جـ "  " ــ"٢ك"+ " ٢ ل؟=   نق :  صف قطر الدائرة یتعین من العلاقة طول ن) ٣
  ٠>  ــ  جـ ٢ك  + ٢       حیث  ل

 ــ معامل ص
      ٢  

 ــ معامل س
      ٢  

٤٩ 
 ٤  
      

٧ 
٢ 

٤٩ 
 ٤  
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٠=  ص ٨ – س ٦ + ٢ ص٢ + ٢ س٣) ٦               ٠ = ٢٥+  س ٤ + ٢ص + ٢س) ٥  
   ١ = ٢معامل ص = ٢   معامل س                     
سe، المعادلة خالیة من الحد المحتوى على س ص     ل  م ا ع م ص≠ ٢  ل  م ا ع م  ٢  

  ٢٥=   ، جـ ٠=  ، ك ٢=  ، ل 
  المعادلة لیست دائرةE     ٠  <٢٤ - = ٢٥ – ٠ + ٤=  جـ – ٢ك + ٢، ل

           E المعادلة لیست دائرة   
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٠ = ١٦+  ص ٨ – س ١٠ – ٢ص + ٢س : ١ھل الدائرتین د : مثال 
  ٠ = ٢٦ – ص ١٠+  س ١٤ + ٢ص + ٢س : ٢                       ، د 

.         متماستان من الخارج ؟ فسر إجابتك   
: الحل   

.   على الترتیب ٢ ، د١ طولا نصفى قطري د٢ ،  نق١        بفرض نق  
  ٢مركز الدائرة د ) ٢ ك - ، ٢ ل-(  ٢،  م  ١مركز الدائرة د ) ١ ك - ، ١ ل- (١        م

       e٠ = ١٦+  ص ٨ – س ١٠ – ٢ص + ٢س:  ١  د  
       E١٦=   ، جـ ٤ - = ١ ، ك٥ - = ١  ل   E ١ل

١ك+ ٢
٢٥ = ١٦ – ١٦ + ٢٥=  جـ  – ٢  

       E ١ )  ............ [٤ ، ٥(١ ھو م١ وحدة  ، مركز الدائرة د٥=   نق[  
       e ٠ = ٢٦ –  ص١٠+  س ١٤ + ٢ص + ٢س : ٢  د  

   E٢٦ -=   ، جـ ٥ = ٢  ، ك٧ = ٢ ل   E٢ ل
٢ك + ٢

٠> ١٠٠ = ٢٦ + ٢٥ + ٤٩=  جـ  – ٢  
   E٢ )  ....... [٥ - ، ٧ - ( ٢ ھو م٢ وحدة  ، مركز الدائرة د١٠ = ٢ نق [  

  ١٥ = ١٠ + ٥ = ٢نق + ١نق:  نجد ٢ ، ١ من 
  ١٥ = " ٢)" "٤ "–"" ٥" -"( "+ " ٢" )"٥ –" ٧" -( ؟ =    ٢ م١م=               طول خط المركزین 

               e٢نق + ١نق = ٢ م١ م       E  الدائرتان متماستان من الخارج   
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

  فى آلة تمس محورى الاحداثیات تدور بواسطة سیر یمر ا یوضح الشكل المقابل بكرة : مثال 

  ٠ = ٤٥+  س ١٤+  ٢ص + ٢س:          على بكرة صغیرة ب معادلة دائرتھا 

:          أوجد   

نصف  إذا كان طول ا معادلة دائرة البكرة ) أ         (   
  وحدات ٥وى قطرھا یسا               

البعد بین مركزى البكرتین إذا كان كل وحدة من) ب        (  
  سم   ٦              المستوى الاحداثى تمثل 
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: الحل   
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یوضح الشكل المقابل مقطعا رأسیا فى أحد الانفاق الدائریة لمرور السیارات : مثال   

  ٠=  ١٢ – ص ٦ – س ٤ – ٢ص + ٢س:          معادلة دائرتھ 
أوجد أقصى ارتفاع للنفق إذا كانت. قطر فیھا    " ا ب         ،   

. سم ٧٠مستوى الاحداثى تمثل            وحدة الأطوال فى ال  
: الحل   

     e٠ = ١٢ – ص ٦ – س ٤ – ٢ص + ٢ معادلة الدائرة س  

     E ١٢ -=    ، جـ ٣ -=  ، ك ٢ -=  ل    

     E٠ > ٢٥ = ١٢ + ٩ + ٤=  جـ – ٢ك + ٢ ل       E وحدة ٥=   نق  

     E سم ٣٥٠ = ٧٠ × ٥= نق =  أقصى ارتفاع للنفق  
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 مفاھیم و مصطلحات 

 
 
 

 * حساب الاحتمال :
 
 

  التعـــــــــــــــــــــــــــريف  المفهومالمصطلح أو   م

١  
التجــــــــــــربة 

  العشوائية

           اѧة لھѧواتج الممكنѧع النѧھى تجربة نستطیع أن نحدد جمی 
قبل إجرائھا وإن كنا لا نѧستطیع تحدیѧد أى ھѧذه النѧواتج          

  .سیتحقق فعلاً عند اجرائھا

٢  
فضــــــــــــــــــــاء 

  العينـــــــة
         ةѧذه التجربѧھو مجموعة كل النواتج الممكنة الحدوث لھ 

  ) .ف ( ویرمز لھا عادة بالرمز 

٣  
عـــــــــــــــــــداد الأ

  الأولية
          ھى أعداد لا تقبل القسمة إلا على نفسھا أو على الواحد 

  ) .الخ . . .  ، ٧ ، ٥ ، ٣ ، ٢: ( الصحیح مثل 

  
  : أمثلة على التجربة العشوائیة * 

 .والكتابات الصور تتابع وملاحظة متتالیتین مرتین نقود قطعة إلقاء -١
    العدد وملاحظة ٢٠ إلى ١ من مرقمة متماثلة بطاقة ٢٠ بھا یبةحق من واحدة بطاقة سحب -٢

  .المسحوبة البطاقة على یظھر الذى    
 .العلوى الوجھ على الظاھر العدد وملاحظة منتظم نرد حجر إلقاء -٣
 .العلوى الوجھ على یظھر ما وملاحظة معدنیة نقود قطعة إلقاء  -٤
   الثانیة ، بیضاء الأولى والوزن، الحجم فى متماثلة كرات أربع بھ كیس من كرة سحب -٥

  الكرة لون وملاحظة خضراء، الرابعة حمراء، الثالثة سوداء،    

  : أمثلة على فضاء العینة * 

  :تجربة إلقاء قطعة نقود مرة واحدة و ملاحظة الوجھ الظاھر ) ١(
  ۲)  = ف  ( ن:     حیث    }       كص ، { =       ف 

  "قطعتى نقود متمایزتین مرة واحدة " طعة نقود مرتین متتالتینتجربة إلقاء ق) ۲(
  :      و ملاحظة تتابع ظھور الصور و الكتابات 

الاحتمـال: الوحدة الرابعة   
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  }       ) ك  ، ك( ، )  ، ص ك( ،  ) كص ، ( ، ) ص ، ص ( { =       ف 
)  = ف  ( ن: حیث       

۲۲  =٤   
  "  متمایزة نقود مرة واحدة ثلاث  قطع" تجربة إلقاء قطعة نقود ثلاث مرات متتالیة ) ٣(

  :      و ملاحظة تتابع ظھور الصور و الكتابات 
   ) ك ، كص ، ( ، )  ، ص كص ، (،  ) كص ، ص ، ( ، ) ص ، ص ، ص ( { = ف   

  }      ) ك  ، ك ، ك) (  ، ص ك ، ك( ،  ) ك ، ص ،  ك(، )  ، ص ، ص ك( ،        
)  = ف  ( ن:  حیث        

٣۲  =٨   
  :تجربة إلقاء حجر نرد مرة واحدة و ملاحظة العدد الظاھر على الوجھ العلوى ) ٤(

  ٦)  = ف  ( ن:    حیث  }      ٦ ، ٥ ، ٤ ، ٣ ، ۲ ، ١{ =        ف 
  "حجرى نرد متمایزین مرة واحدة " تجربة إلقاء حجر نرد مرتین متتالتین ) ٥(

  :الأعداد الظاھرة على الوجھ العلوى  و ملاحظة ) اى مختلفتان فى الشكل أو الحجم       ( 
 ٦)  = ف  ( ن: حیث   }  ) ٦ ، ٦(  ، ٠٠٠٠،  ) ۲ ، ١( ،  ) ١ ، ١( { =       ف 

۲  =٣٦  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
  طريقة الحصول على  ف

  القاء قطعة نقود منتظمة مرتين : مثلا 

  :طريقة الحاصل الديكارتى : أولا 

   }) ص ، ك ( ، ) ك ، ك ( ، ) ك ، ص ( ، ) ص ، ص  ( { = }ك ،  ص { × }ك ،  ص {=  ف 

   :طريقــــــة الجـــــــــــــــــــدول : ثانيا    

  الرمیة الثانیة
   رمیة الأولىال

  ك  ص

  )ك ، ص (   )ص ، ص (   ص
  )ك ، ك (   )ص ، ك (   ك
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  :طريقة التمثيل البيانـــــــى : ثالثا 
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  :طريقة الشجرة البيانيــــــة : رابعا 
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    قطع نقود مرة واحدة وملاحظة ٣ أو  مرات متتالیة٣ فى تجربة إلقاء قطعة نقود : مثال 

.النواتج وتمثیلھا بیانیا             

: الحل   
  ، ) ص ، ص ، ك ( ، ) ص ، ك ، ص ( ، ) ك ، ص ، ص ( ، ) ص ، ص ، ص  ( {= ف        

   }) ك ، ك ، ك ( ، ) ص ، ك و ك ( ، ) ك ، ص ، ك ( ، ) ك ، ك ، ص             ( 

  

)ص ، ص (   
 

)ك ، ص (   
  

)ص ، ك (   
  

  )ك ، ك ( 

 ك 

  ص

 ك 

  ص

 ك 

  ص

 ف

نلاحظ فى ھذا المثال أن كل 

ناتج من النواتج یظھر فى 

:شكل زوج مرتب   

الرمیة ، الرمیة الأولى ( 

) . الثانیة   

)ك ، ك (   

)ص ، ك (   

)ك ، ص (   

)ص ،  ص (  

 ك 

 ص 

 ص  ك 
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: نى التمثیل البیا         
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  : ملاحظات ھامة 
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ك 

 ك 

 ص 

 ك 

 ص 

 ك 

 ص 

 ك 

 ص 

 ص 

 ص 

 ص 
 ك 

 ك 

 

الѧѧشجرة البیانیѧѧة أفѧѧضل طریقѧѧة    

لتمثیѧѧل التجربѧѧة المحتویѧѧة علѧѧى  

أكثر من عملیتین بعكس الشبكة     

البیانیѧѧة حیѧѧث تفѧѧضل فѧѧى حالѧѧة     

التجربة المحتویة على عملیتین    

  

يتين هى نفسها فضاء فضاء العينة لتجربة إلقاء قطعة نقود مرتين متتال) ١
.) معا ( النواتج عند رمى قطعتين من النقود متمايزتين مرة واحدة       

  ٢ف  × ١ ف =فى هذه الحالة   ف  عدد عناصر      

.     وهكذا ٣ف  × ٢ف  × ١ف =  عمليات ٣عدد عناصر ف فى حالة إجراء ) ٣  

   وملاحظة عند إلقاء حجر نرد مرتين متتاليتين أو حجرين مرة واحدة) ٤
   عدد عناصر الرمية =ف : الأعداد التى تظهر على الوجه العلوى نجد أن     
  .   عنصرا ٣٦  = ٢ ٦= ٦عدد عناصر الرمية الثانية  × ٦الأولى     

   م ٢) = ف (   من المرات المتتالية يكون  ن معند رمى قطعة نقود  )٥
  )ص ، ك ( {) ص ،  ك (     ، 

    نة منهيا إذا كان عدد عناصره محدوداً أو غير منتهه يكون فضاء العي )٦
  .عناصره غير محدود و سندرس فقط فضاء النواتج المنته     إذا كان عدد 

  إذا سحبت الكرة دون إحلال فهذا يعنى عدم إعادة الكرة الى الكيس  ) ٧
      بعد سحبها و بذلك لن يكون هناك فرص لظهورها فى السحبة الثانية 
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اكتب فضاء .  الأولى حمراء والثانیة بیضاء والثالثة صفراء كیس بھ ثلاث كرات متماثلة: مثال   
         العینة إذا سحبت كرتان الواحدة بعد الآخرى مع إعادة الكرة المسحوبة قبل سحب الكرة 

.و ملاحظة تتابع الألوان ) مع الإحلال (         الثانیة   
:الحل   

)ب ( و الكرة البیضاء ) ح ( نرمز الى الكرة الحمراء   
) .ص ( و الكرة الصفراء   

 
 الشكل المقابل یمثل الشجرة البیانیة لفضاء العینة

  ٩ = ٢ ٣) = ف (          حیث  ن 
 
 

)ب ، ح ( ،  ) ح ، ص ( ، ) ح ، ب ( ، ) ح ، ح ( { =   ف    
)ص ، ب ( ، ) ص ، ح ( ، ) ب ، ص ( ، ) ب ، ب (       ،   

} ) ص ، ص (        ،   
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اكتب فضاء . كیس بھ ثلاث كرات متماثلة الأولى حمراء والثانیة بیضاء والثالثة صفراء : مثال   

.بدون إحلال و ملاحظة تتابع الألوان ن الواحدة بعد الآخرى إذا سحبت كرتی        العینة   
  : الحل 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   سحبت كرتان الواحدة بعد الأخرى ٣ إلى ١صندوق بھ ثلاث كرات متماثلة و مرقمة من : مثال
.اكتب فضاء العینة و بین عدد عناصره .          مع الإحلال و ملاحظة رقم الكرة   
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  الأحداث
  
  

    فe  ا:   حدث فى  ف          فإن ا:     فإذا كان        
   اأى عدد فرص وقوع الحدث  )   ا ( ن:         و عدد عناصره ھو 

   زوجى عند إلقاء حجر نرد منتظم مرة واحدة وملاحظة  ھو حدث ظھور رقم  ا إذا كان: مثلا ف
   } ٦ ، ٤ ، ۲{  = ا: الرقم الظاھر على الوجھ العلوى فإن           

     فg   }٦ ، ٤ ، ۲{  = ا:            لاحظ أن 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
     
  
  
  
  
   

  
  
  
  
  

  الأحداث البسیطة فى فضاء العینة تكون متنافیة مثنى مثنى  :   ھامةملاحظة* 

لحدثا  ھو مجموعة جزئیة من فضاء العینة 

   الحدث      
  المستحیل   

    "Т"  لا یمكن وقوعھھو الحدث الذى 
 ھو الحدث الخالى من أى عنصر 

 ھو حدث لابد أن یقع عند إجراء التجربة العشوائیة  الحدث المؤكد
 و ھو الحدث الذى عناصره ھى عناصر فضاء العینة ف

بسیطالحدث ال  
)الحدث الآولى (   

من فضاء العینة ف تحتوى على عنصرمجموعة جزئیة ھو ھو 
. واحد فقط   

 

مركبالحدث ال  ھو حدث یتكون من أكثر من عنصر و یسمى حدث غیر بسیط 

ان المتنافیانالحدث   Т= ھما حدثان تقاطعھما : یمكن وقوعھما معاً  أى أنھما حدثان لا 
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  من فضاء عینة ف أنھما متنافیان ب  ، ایقال لحدثین * 
                                            .                 والعكس صحیح =  ب ∩ اإذا كان    
 قعا معاً فىھذا یعنى أن الحدثین المتنافیین لا یمكن أن ی* 

             .نفس الوقت أى أن وقوع أحدھما ینفى وقوع الآخر 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  : ملاحظات ھامة  *

ب∩ ا : ( لمتنافیة لا یوجد تقاطع  فى حالة الأحداث ا  = Т (    
 على الأقل معناھا الحدث نفسھ والذى بعده        .  

   على الأكثر معناھا الحدث نفسھ والذى قبلھ   .  
 ـ إنھا متنافیة فقط فى حالة إذا كانت متنافیة مثنى مثنى ج، ب ، ا یقال لعدة أحداث .  

  =  جـ  ا   ،     =  جـ   ب  ،      =  ب  ا : فإن
 الاتحاد  على الأقل ) ( أو (  معناه         . (  

   التقاطع  على الأكثر ) ( و (  معناه  . (  
 ١) = ف (  ل.   
 ثان متنافیان ھما حد     /او مكملھ ا   أى حدث .  
 فى أة تجربة عشوائیة تكون متنافیة ) الأولیة (  الأحداث البسیطة.  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
: مثال   

 
 
 
 

: لرسم نجد أن من ا: الحل  
}) ك ، ك ، ك( ، ) ك ، ك ، ص ( ، ) ك ، ص ( ص ، { =  ف   

ف= }) ك ، ك ، ك ( ، ) ك ، ك ، ص ( ، ) ك ، ص ( ص ، {  = ا    
}) ك ، ك ، ص ( ، ) ك ، ص ( ص ، { = ب   
   الحدث المستحیل   Т= {  } = ،   د }   ) ك ، ك ، ك ( ، ) ك ، ك ، ص ( { = ج 

    ب      ا    
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 تمثیلھ بشكل فن التعبیر عنھ لفظیاً الحدث

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

على الاحداثالعملیات   

   
عملیة التقاطع                  

ًب معا، حدث وقوع أ                       ب∩ا          
 
 

 
 

  أو ب أو كلیھمااحدث وقوع      عملیة الاتحاد              
  أو                                                

  حدث وقوع أحدھما على الأقل                    با        
  
  

مل للحدث الحدث المك  عملیة الاكمال                   
أو                                              

   احدث عدم وقوع الحدث                ا- ف  =   /ا       
 

      
  

ب وعدم وقوع احدث وقوع    عملیة الفرق               
    أو                                 ب–ا           

  فقط  اقوعحدث و                                            / ب∩ا      =   
) ب∩ا (  –ا =         

 
وقوع الحدث ب فقط    ا                                                         –                   ب     

                                أو   /ا ∩ب     = 
اب وعدم وقوع وقوع )              ب∩ا (  –ب        =    
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                  الحدث                         التعبیر عنھ لفظیا                   تمثیلھ بشكل فن 
  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   / ا-  /ب =  /  ب∩ا  =    ب  - ا   ، ب  یكون   ا لاى مجموعتین  : تذكر أن
   =  /ا بلا اف    ،     =  /ا بلآ ا ،                                   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  فى تجربة إلقاء حجرى نرد متمایزن و ملاحظة العددین الظاھرین على الوجھین العلویین لھا  

  .مثل فضاء العینة ھندسیا و اكتب كلا من الحدثین الآتیین  )١

 "على الوجھین ظھور نفس العدد  " ا  الحدث  )٢

  " ٧ظھور عددین مجموعھما " الحدث ب  )٣

    .  ، ب متنافیان ؟ فسر إجابتك ا ھل الحدثان  )٤

 
     حدث عدم وقوع الحدثین معا  /  ب  /ا  = / )  ب∩ا    (      

                                                           أو 
                                           وقوع أحدھما على الأكثر

  
  

                                                                  حدث عدم وقوع أى من الحدثین / ب ∩ /ا  = /)  ب ا         ( 
                                                         أو

   وعدم وقوع با                                         عدم وقوع 
  

    فقطأحد الحدثین                                        إحتمال وقوع 
              أو   =          )ا – ب (  ) ب – ا(   

   أحد الحدثین إحتمال وقوع)            ب ∩ا ( ــ )    ب ا     ( 

   الآخردون                                                   

  

ف                               
       

              
 ب 

 ا

ف                               
       

              
 ب 

 ا

 قانونا دى مورجان
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  : الحل 

   ٣٦ = ٢ ٦) = ف (         ن 

  لفضاء العینة ) البیانى ( الشكل المقابل ھو التمثیل الھندسى ) ١

   ) ٤ ، ٤( ،  ) ٣ ، ٣( ،  ) ٢ ، ٢( ،  ) ١ ، ١( { = ا  ) ٢

                       ، )٦ ، ٦( ،  ) ٥ ، ٥ (  {  

   ) ٤ ، ٣( ،  ) ٣ ، ٤( ،  ) ٢ ، ٥( ،  ) ١ ، ٦( { = ب  ) ٣

                         ، )٦ ، ١( ،  ) ٥ ، ٢ (  {  

ب ∩ا  ) ٤   =Т             E   ب حدثان متنافیان ا ، .  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 الحدث مجموعة جزئیة من فضاء العینة ف : حساب الاحتمال* 
  : حدث جزئى من فضاء متساو الامكانات فاناإذا كان   

                  =         ) =                                    ا (    ل 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

    كرات بیضاء ، كرتان٥ كرات متماثلة منھا ١٠سحبت كرة عشوائیا من صندوق بھ : مثال 
  :       لونھما أحمر ، الباقى باللون الأخضر ، احسب احتمال الأحداث الآتیة 

  .      حدث أن تكون الكرة المسحوبة حمراء ا  )١
  حدث أن تكون الكرة المسحوبة حمراء أو خضراء  ب  )٢
 .ج حدث أن تكون الكرة المسحوبة لیست خضراء   )٣
  د  حدث أن تكون الكرة المسحوبة حمراء أو بیضاء  )٤
  ھـ حدث أن تكون الكرة المسحوبة حمراء أو بیضاء أو خضراء   )٥

  : الحل 
    ٥=   ، عدد الكرات البیضاء ١٠) = ف ( ن :         عدد عناصر فضاء العینة  

   ٣=   ، عدد الكرات الخضراء ٢=         ، عدد الكرات الحمراء 

   ٠٫٢         =     =          =  ) =              ا ( ل = احتمال أن تكون الكرة حمراء ) ١

) ا(عدد النواتج التى تؤدى لوقوع الحدث   

            عدد جمیع النواتج الممكنة

) ا (ن  

)ف ( ن   

) ا (ن  

)ف ( ن   

٢ 

١٠ 
١ 

٥ 
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   ٠٫٥        = =              =         =احتمال أن تكون الكرة حمراء أو خضراء ) ٢

   ٠٫٧=           = احتمال أن تكون الكرة لیست خضراء ) ٣

   احتمال الكرة خضراء – ١= احتمال أن تكون الكرة لیست خضراء :      حل آخر 

   ٠٫٧         =           =  ــ  ١                                                        =          

    ٠٫٧=                =           = احتمال أن تكون الكرة حمراء أو بیضاء ) ٤

   ١=                     =          = احتمال أن تكون الكرة حمراء أو بیضاء أو خضراء ) ٥

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  :  مسلمات الاحتمال  *

   فe  ا  حدثاً من أحداث فضاء  العینة لتجربة عشوائیة ما  أى ا:   إذا كان    
  : ھو عدد حقیقى یحقق ما یأتى  )   "   ا( ل     " اإحتمال الحدث :  فإن        
        
  =                          )  =  ا( ل  )١(

     
   ]  ١ ، ٠  [ g )  ا( ل :        أى ١≤   )  ا( ل   ≤   ٠:    حیث     
  واحد الصحیح إحتمال وقوع أى حدث ھو عدد حقیقى موجب لا یزید عن ال:  أى أن     

   ١= إحتمال الحث المؤكد :             أى أن ١) = ف ( ل )  ۲    (

  صفر = إحتمال الحدث المستحیل : صفر        أى أن  ) = Т( ل )  ٣    (

  :  ، ب حدثین متنافین من فضاء عینة فإن ا: إذا كان )  ٤    (
  صفر   ) =  ب ا   بلا (                        ل 

  )ب (  ل ) + ا   ( ل ) = ب ا   بلآ  (  ل            ،          

   }   نا ،  ٠٠٠   ،  ٣ا  ،  ۲ا ،  ١ا{  = ف : إذا كان )  ٥    (

  ١ )  = نا(   ل ٠٠٠ ) + ٣ا( ل  ) + ۲ا( ل  ) + ١ا( ل :  فإن                
   ١= الآولیة                        مجموع الاحتمالات للأحداث 
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   بe ا ، ب حدثین من فضاء عینة ، ا: إذا كان )  ٦    (

  ) ب (  ل Y ) ا(  ، ل ) ب ( ل ) = ب ا   بلآ  (   ل ،)   ا   ( ل ) = ب ا    بلا  ( ل :  فإن               
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   : نتائج ھامة * 

                                        ٠ ) = Т( ل )  ١   (

  ١ ) =  /ا(ل  ) + ا(ل     ،    )ا (   ل – ١) =  /ا( ل )  ٢ (  

  )                ب ∩ا ( ل –) ا ( ل ) =    ب - ا ( ل )  ٣   (

  )  ب ∩ا (  ل –) ب ( ل) + ا ( ل )=   ب  ا (  ل )٤   (
  ) ب بلآ ا( ل –) ب ( ل  ) + ا(ل ) =  ب بلا ا(ل          

     ) ب بلا  ا(ل   - ١=   /)ب ∩   ا( ل   E     معاً و با  إحتمال عدم وقوع الحدثین) ٥  (

   كلاھما       وقوعأو عدم على الأقل    أو ب اوقوع أحد الحدثین عدم إحتمال ) ٦(  

      ) / ب∩ /ا ( ل )  =   ب بلآ ا( ل   - ١=  /)ب  بلآ  ا( ل               

  ) /  ب  /ا( ل ) =  ب∩ ا( ل – ١=   /) ب ∩ ا= (احتمال وقوع أحدھما على الاكثر ) ٧ (

  ) ــ ب ا ــ (  ــ  ل١) = / ب∩ا  (  ــ ل ١ = /) / ب∩ا ( ل ) =   ب  /ا ( ل ) ٨ (

    /) ب ∩ ا(ل  ) = /  ب /ا( ، ل   /) ب ا ( ل = ) / ب∩ /ا(ل: قانونا دى مورجان ) ٩ (
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   : دثین من فضاء عینة عشوائیة حیث ، ب حا  إذا كان : مثال 

  : احسب ) =        ب∩ا (، ل ) =        ب ( ، ل ) =      ا  (          ل 

  )        ب –ا ( ل ) ٣         )   /ا( ل ) ٢     )  ب   ا ( ل ) ١       

   /) ب ا ( ل ) ٦      ) /ب  /ا(ل ) ٥    ) /ب ∩ /ا( ل ) ٤       
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  = ــ       ) =       +        ب ∩ا ( ــ ل ) ب( ل ) + ا (ل ) =   ب ا ( ل  )١:الحل 
  =  ــ       ١)  =   ا(  ــ  ل ١) =  /ا( ل ) ٢       

  = ــ        ) =        ب∩ا (ــ  ل )  ا ( ل )  =     ب –ا ( ل ) ٣       

    =     ــ ١ = )  ب ا ( ل ــ ١ = /)  ب ا (ل  =  ) /ب ∩ /ا( ل ) ٤       

  =  ــ     ١) =  ب∩ا ( ــ  ل ١ = /) ب∩ا (ل   =  ) /ب  /ا(ل ) ٥       

  =  ــ      ١ =  ) ب ا ( ــ ل ١  = /) ب ا ( ل ) ٦       
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  )ا  ( ل ) =     /ا(  ، ب حدثین من فضاء عینة لتجربة عشوائیة ف و كان ل ا إذا كان : مثال 

  : فأوجد ) =          / ب   /ا( ، ل ) =        ب (        ، ل 
  احتمال وقوع أحد الحدثین على الأكثر ) باحتمال وقوع أحد الحدثین على الاقل     )        أ 

  احتمال وقوع أحد الحدثین فقط  ) احتمال وقوع الحدث ب فقط                د )       جـ

  ) = ب∩ا ( ل E) =       ب∩ا ( ــ  ل ١ = /) ب∩ا (  ل E          ) = / ب   /ا( ل   e: الحل 

         e  ا  ( ل ) =     /ا( ل(    E  ــ  ل١  )ا ( ل ) =      ا  ( E ل      ) ا = ( ١ Eل )ا=(  

  ) ب ∩ا ( ــ ل ) ب(ل ) + ا (ل ) =   ب ا (ل = احتمال وقوع أحد الحدثین على الأقل )  أ 

  = ــ                                                           =      +      

          ) = / ب   /ا( ل = /)  ب∩ا ( ل = كثر احتمال وقوع أحد على الأ) ب

  = ــ       ) =      ب ∩ا ( ــ ل ) ب ( ل  ) = ا ب ــ ( ل = احتمال وقوع الحدث ب فقط ) جـ

  =     = ــ        =     )  ب ∩ا ( ــ ل )    ب ا  ( ل = احتمال وقوع أحد الحدثین فقط )  د 
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     ) = ب ا   بلآ  (  ، ل       ) = ا   ( ن ف ، ل ، ب حدثین ماإذا كان :مثال 
  :إذا كان ) ب (         أوجد    ل

ب                                                                          e  ا] ۲[ ، ب حدثین متنافیین          ا] ١         [
  :الحل

]         ١  [A ب حدثین متنافیین   ا ،   

                B   ب ( ل  ) + ا( ل )   =   ب بلآ ا(  ل           (  

                B                =         +  ب ( ل                       (  

                B ب (     ل  = (       –         =              

]        ۲  [A  ا  e     بB ب (  ل  ) = با   بلآ  (   ل    (B ل    ) ب = (     
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  )   ا (ل) =       /ا( ل   e              =           E:  الحل

         eا( ل ) + /ا(  ل = ( ١       Eل       ) ا (ل)  + ا= (١     E ل           ) ١) = ا  
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    و احتمال نجاحھ فى ٠٫٨٥إذا كان احتمال نجاح طالب فى امتحان الفیزیاء یساوى : مثال 

  :  أوجد احتمال ٠٫٨         امتحان الریاضیات فى أحد الامتحانین معاً 

  نجاح الطالب فى أحد الامتحانین على الأقل )          أ 

  نجاح الطالب فى امتحان الریاضیات فقط )         ب

  .عدم نجاح الطالب فى الامتحانین معا)         جـ
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  ألقى حجر نرد منتظم مرتین متتالیتین و لوحظ العدد الظاھر على الوجة العلوى فى كل مرة : مثال

  :         احسب احتمال 

   "٤مجموع العددین الظاھرین أقل من أو یساوى " حدث أن یكون ا ) ١       

  "أحد العددین ضعف الآخر " ب حدث أن یكون ) ٢       

   "٢الفرق المطلق للعددین یساوى " ج حدث أن یكون ) ٣       

   " ١٢مجموع العددین أكبر من " د حدث أن یكون ) ٤       

  "العددان الظاھران متساویان " ھـ حدث ) ٥       

  : رمیة الثانیة زوجى العدد فى الرمیة الأولى فردى و فى ال" ط  حدث ) ٦       

   } ٦ ، ٥ ، ٤ ، ٣ ، ٢ ، ١{ =     ، ف لرمیة واحدة ٣٦ = ٢ ٦) = ف ( ن : الحل 

  }  ) ١ ، ٣( ،  ) ٢ ، ٢( ،  ) ١ ، ٢( ،  ) ٣ ، ١( ،  ) ٢ ، ١( ،  ) ١ ، ١( { = ا )  ١      

   ) =          = ا (   ل E      ٦) = ا (            ن 

  }  ) ٣ ، ٦( ،  ) ٦ ، ٣( ،  ) ٢ ، ٤( ،  ) ٤ ، ٢( ،  ) ١ ، ٢( ،  ) ٢ ، ١( { = ب )  ٢    

  ) =        = ب (   لE    ٦) = ب (           ن 
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  ، ) ٣ ، ٥( ،  ) ٥ ، ٣( ،  ) ٢ ، ٤( ،  ) ٤ ، ٢( ،  ) ١ ، ٣( ،  ) ٣ ، ١( { = ج )  ٣   

 )                        ٤ ، ٦( ،  ) ٦ ، ٤ (  {  

  ) =        = ج (   ل E       ٨) = ج (          ن 

   ٠) = د (  لТ   E=   د E  ١٢حیث انھ لا یمكن أن یظھر عددان مجموعھما أكبر من )  ٤   

  }  ) ٦ ، ٦( ،  ) ٥ ، ٥( ،  ) ٤ ، ٤( ،  ) ٣ ، ٣( ،  ) ٢ ، ٢( ،  ) ١ ، ١( { = ھـ ) ٥   

  ) =        = ھـ (   ل E     ٦) = ھـ (         ن 

  ، ) ٦ ، ٣( ،  ) ٤ ، ٣( ،  ) ٢ ، ٣( ،  ) ٦ ، ١( ،  ) ٤ ، ١( ،  ) ٢ ، ١( { = ط ) ٦    

 )                  ٦ ، ٥( ،  ) ٤ ، ٥( ،  ) ٢ ، ٥ (  {  

  ) =        =  ط (    ل E      ٩) = ط (           ن 

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ألقیت نقود ثلاث مرات متتالیة و لوحظ تتابع الصور و الكتابات احسب احتمالات الاحداث :مثال 

  :         الآتیة 
   حدث ظھور صورتین على الأقل ب) ٢حدث ظھور صورة واحدة فقط      ا  ) ١       

  س حدث ظھور نفس الوجة فى الرمیات الثلاث) ٤ج حدث ظھور صورتین بالضبط      ) ٣       

  ع حدث ظھور عدد فردى من الصور ) ٦ص حدث ظھور صورة على الأكثر   ) ٥       

  الكتاباتھـ حدث ظھور عدد من الصور یساوى نفس العدد من ) ٧       

  ط حدث ظھور كتابة على الأقل    ) ٨       

  )ص ، ك ، ص ( ، ) ص ، ص ، ك ( ، ) ص ، ص ، ص ( { = ف : الحل

  ، ) ك ، ص ، ك ( ، ) ك ، ص ، ص ( ، ) ص ، ك ، ك (                  ، 

  } ) ك ، ك ، ك ( ، ) ك ، ك ، ص (                                     ، 
    ٨) = ف (           ن 

  })ك ، ك ، ص ( ، ) ك ، ص ، ك ( ، ) ص ، ك ، ك ( { = ا ) ١   

   ) =         ا (   ل E      ٣ ) = ا  (        ن 

٨ 
٣٦  
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٩  

٦ 
٣٦  
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٦  
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  ) أى إما صورتان أو ثلاث صور ( ب حدث ظھور صورتین على الاقل ) ٢   

  }) ص ، ص ، ص ( ، ) ك ، ص ، ص ( ، ) ص ، ك ، ص ( ، ) ص ، ص ، ك ( { =        ب 

  ) =        = ب (   ل E     ٤) = ب ( ن        

  } ) ك ، ص ، ص ( ، ) ص ، ك ، ص ( ، ) ص ، ص ، ك ( { = ج ) ٣  

  ) = ج (   ل E         ٣) = ج(       ن

  })ك ، ك ، ك ( ، ) ص ، ص ، ص ( { = س حدث ظھور نفس الوجة فى الرمیات الثلاث  )٥

  ) =       = س (   ل E       ٢) = س ( ن 

  ص حدث ظھور صورة على الأكثر   ) ٦   

  }) ك ، ك ، ك ( ، ) ك ، ك ، ص ( ، ) ك ، ص ، ص ( ، ) ص ، ك ، ك ( { =         ص 

  ) =       = ص (   ل E      ٤) = ص (         ن 

   من الكتابات ھـ حدث ظھور عدد من الصور یساوى نفس العدد) ٧   

  صفر = ) ھـ (   ل Т         E=         ھـ 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ، ب حدثین من فضاء عینة لتجربة عشوائیة جمیع نواتجھا متساویة الامكاناتا  إذا كان : مثال 
  فإذا كان عدد النواتج التى تؤدى الى وقوع     ) =    ب ( ، ل ) =        ب ا ( ل كان   و        

  :  فأوجد ٣٦ و عدد جمیع النواتج الممكنة یساوى ١٣ یساوى ا          الحدث 
   و عدم وقوع ب ا احتمال وقوع :     ثانیا     و ب معا     ا احتمال وقوع :          أولا 

  : الحل 

  ) =         =       ا (    ل E     ٣٦) = ف (  ، ن ١٣) = ا ( ن        

  )  ب  ا(  ل –) ب (ل  ) + ا( ل ) =  ب ∩ا  (   ل Eو ب معا ا احتمال وقوع :       أولا 
  = ــ                                                                        =      +         

  )  ب – ا( ل ) =  / ب∩ا (   ل E وعدم وقوع ب   ا احتمال وقوع :     ثانیا   
  ) ب∩ ا(  ل– ) ا(ل                                                                             = 

  =    ــ                                                                                    =      
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]٦ [  
 
 
 
 
 
 
 
 

  مع ٨ الى ١ بطاقات متماثلة و مرقمة من ٨سحبت بطاقتان الواحدة بعد الاخرى من بین ] ٧[
:      إعادة البطاقة أولا قبل البطاقة الثانیة ، ما عدد عناصر فضاء العینة ؟ و إذا كان   

" العدد فى السحبة الثانیة ثلاثة أمثال العدد فى السحبة الأولى "  حدث ا          
  "١٣مجموع العددین أكبر من "       ب حدث 

.، ب حدثان متنافیان ؟ فسر ذلك ا ، ھل ، ب ا       اكتب كلا من   
  
ت مثل فضاء فى تجربة إلقاء قطعة ثلاث مرات متتالیة و ملاحظة تتابع الصور و الكتابا] ٨[  

:      النواتج بشكل شجرى ، ثم عین الأحداث الآتیة   
"       ظھور كتابتین على الاقل " حدث ا          

ظھور كتابتین على الأكثر "       ب حدث   
ظھور صورة فى الرمیة الأولى  "       ج حدث   

"عدم ظھور صورة فى الرمیات الثلاث "        د حدث    

نقود ثم حجر نرد و ملاحظة الوجھ العلوى لقطعة النقود و العدد الظاھر على ألقیت قطعة ] ٩[  
:      الوجة العلوى لحجر النرد ، مثل فضاء العینة بشكل شجرى ثم أوجد الآتیة   

"ظھور صورة و عدد فردى " ب حدث "             ظھور كتابة و عدد زوجى "  حدث ا          
"  فقط ا وقوع الحدث " و عدم وقوع ب             د حدث أا  عدم وقوع "       ج حدث   
" و وقوع الحدث ب ا  وقوع الحدث "       ھـ حدث   

: اختر الإجابة الصحیحة من الإجابات المعطاة ] ١٠[  

  :٥إذا ألقى حجر نرد منتظم مرة واحدة فإن احتمال الحصول على عدد فردى أقل من ) ١       
                       ]                                                                          ،       ،       ، [  ١ 
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فى تجربة إلقاء حجر نرد منتظم مرتین متتالین فإن احتمال الحصول على عدد زوجى) ٢         
] ،       ،       ،        [       :         فى الرمیة الأولى و عدد أولى فى الرمیة الثانیة ھو           

  كرات٧ كرات حمراء ، ٥ كرات بیضاء ، ٣إذا سحبت كرة عشوائیا من صندوق بھ ) ٣      

:            خضراء فإن احتمال أن تكون الكرة المسحوبة بیضاء أو خضراء ھو   

                                                                         ]                      ،        ،        ،[  

  اختیرت بطاقة ٩ إلى ١یحتوى صندوق على تسع بطاقات متماثلة تحمل الأرقام من ) ٤      

: أو رقما فردیا ھو ٩          عشوائیا فإن احتمال أن تحمل البطاقة المسحوبة رقم یقسم العدد   

                                  ]                                                              ،        ،       ،[  

ا  G ، ب حدثین من ف فضاء النواتج لتجربة عشوائیة و كان  ب ا إذا كان ) ٥        

:یساوى )   ب - ا (    فإن ل ٠٫٦) = ب (  ل ٢) = ا ( ، ل                              

         ]                                                                        ٠٫٢ ، ٠٫٤ ، ٠٫٣  ، ٠٫٦[  

  و لوحظ ١٣ ، ١٢ ، ١١ ، ١٠ ، ٩ ، ٨ألقى حجر نرد منتظم كتب على أوجھھ الأعداد ] ١١[

:        العدد على الوجھ العلوى   

: یة احسب احتمال كل من الأحداث التال) أ        (   

"حدث ظھور عدد أولى " ب "                 * حدث ظھور عدد فردى " ا               *   

"١٢حدث ظھور عدد أكبر من " د "               * حدث ظھور عدد زوجى " ج              *   

"حدث ظھور عدد مكون من رقمین " ھـ              *   

" ن من رقم واحد حدث ظھور عدد مكو" و              *   

)  د ∩ب ( ، ل )   و بلآھـ ( ، ل )  ج  بلآا ( ل : احسب ) ب      (  

: فضاء عینة لتجربة عشوائیة أوجد }  ، ب ، ج ، د ا { = إذا كان ف  ] ١٢[  

) = د ( ل ) = ج ( ، ل ) ب (  ل٣) = ا  ( ، إذا كان ل ) ب ( ، ل ) ا (           ل   
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: دثین متنافین من فضاء عینة لتجربة عشوائیة و كان  ، ب حا إذا كان ] ١٣[  

) ب ( ، ل ) ا (   احسب ل٠٫٢٥) =     ب –ا (   ، ل٠٫٦)=   ب بلآا (         ل   

) =ب(، ل) =     ا (  ، ب حدثین من فضاء عینة لتجربة عشوائیة و كان ل ا إذا كان ] ١٤[  

: أوجد ) =          ب بلاا (          ، ل   

  ) / ببلا /ا( ل ) د )            ب–ا ( ل ) جـ)           ببلآا ( ل) ب)      /ا( ل )         أ  

  ٠٫٤) = ا (، ب حدثین من فضاء عینة لتجربة عشوائیة ، حیث ل ا إذا كان ] ١٥[
:  احسب احتمال ٠٫٢) =   ب بلاا  (،  ل )   ب (  ل ٣) = /ب(         ، ل   

  و عدم وقوع با وقوع )  أو ب          جـا وقوع )  فقط        با وقوع )         أ 

  صفراء سحبت منھ٥ زرقاء ، ٦ حمراء ، ٤صندوق بھ كرات متماثلة و ملونھ منھا ] ١٦[
: احسب احتمال أن تكون الكرة المسحوبة .         كرة واحدة عشوائیة   

لیست حمراء و لا صفراء)  لیست زرقاء    د)زرقاء أو صفراء       جـ) حمراء     ب)         أ   

  سحبت منھا بطاقة واحدة عشوائیا ٣٠ إلى ١مجموعة بطاقات متماثلة و مرقمة من ] ١٧[
:احسب احتمال أن تكون البطاقة المسحوبة تحمل .         و لوحظ العدد المدون علیھا   

  ٥بل القسمة على عددا یق)               ب٣عددا یقبل القسمة على )         أ 
  ٥ أو ٣عددا یقبل القسمة على )         د ٥ و ٣عددا یقبل القسمة على )        جـ

]١٨ [  

 

 

فى تجربة إلقاء حجر نرد مرتین و ملاحظة العدد الذى یظھر على الوجھ العلوى فى كل ] ١٩[  
: احسب احتمال كل من الأحداث التالیة .         مرة   

  فى الرمیة الأولى ٤ر العدد حدث ظھو) ١        

  ٨حدث مجموع العددین فى الرمیتین یساوى ) ٢        

  ٥حدث مجموع العددین فى الرمیتین أقل من أو یساوى ) ٣        
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