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  ثالث عشرال الباب

 يالكمحصاء الإ

Quantum Statistics  
 

 جسم حدد إحداثياتي أن يستطيع المرء  من دراستنا لميكانيكا نيوتن، الميكانيكا التقليدية، نعلم أن 

 مبدأ وجدنا أنميكانيكا الكم ل  دراستناولكن. ، وفي وقت واحد متناهية بدقة الخطيةهتحركوكمية 

r، بالصورة  لهيزنبرجعدم التيقن p h∆ ∆ ة تعتبر تقليديالوصفة الو.  يمنع هذا التحديد،<<

ة تقليديلوصفة الالواجبة لشروط الولوضع  .يكون مهملاَ، h بلانك، في حالة أن ثابتةمقبول

هي  avpإذا اعتبرنا أن . لغازا ئاتنعتبر حركة جزيوصفة ميكانيكا الكم، دعونا  إلى انتقالها تحديدو

 )الجسيمات (الجزيئات هو متوسط المسافة بين avr و للجزيئات الخطيةمتوسط كمية الحركة

  :ة تتحقق عندما يتحقق الشرطتقليدي، فإن الوصفة ال)1( شكل، كما بالالمتشابهة

av av                                             (1)r p h>> 
 
  
  

                          
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  
h/يلموجا بالطول ىبرول -وباستخدام موجة دي pλ   : أنعلمن=

av av

av av

           (classical limit);
           (quantum limit);

r
r

λ
λ

>>
<<  

rav 

λav 

rav 

λav 

  
  )ب         (                                                      )   أ         (               
  

  حالة كمية-حالة تقليدية  ب- أ  برولى المصاحبة لجسيم- تداخل موجات دى:)1(شكل 
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av هي مقياس لانتشار الجزيء في الفراغ، فإن الشرط avλن إوحيث  av  r λ>> يعني أن الدوال 

  . تتداخل، وبالتالي تصبح الجزيئات محددة بأماكنهاالموجية للجزيئات لا

 من الجزيئات وأن كل Nيتكون من عدد ًامثالي اًلإيضاح ذلك بمثال رقمي، دعونا نتخيل غاز

  :، بحيثV فراغاً حجمهشغل وهذه المكعبات تavrمكعب طول ضلعه ب مستقرجزيء 
1/3

3
av av                               (2)Vr N V r

N
⎛ ⎞≈ ⇒ ≈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 ε لجزيئاته  الطاقة الحركيةمتوسطولنظام متزن  Tونعلم أن العلاقة بين درجة الحرارة المطلقة

  :هي

( )
2

1/ 2av
av

3 3                              (3)
2m 2 B B
p k T p mk Tε = = ⇒ �  

  :ولهذا فإن

( )av 1/ 2
av

                             (4)
3 B

h h
p mk T

λ = =  

  : يصبحتقليدي فإن الشرط البالتالي

( )

1/3

1/ 2                               (5)
3 B

V h
N mk T

⎛ ⎞ >>⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  

  : تتحقق الشروط التالية عندما تصبح ملائمةةتقليديوهذا يعني أن الوصفة ال

  ) ذو كثافة منخفضةغاز(ة قليل يجب أن تكون  بالنظامN عدد الجسيمات -1

  تكون مرتفعة، يجب أن Tرارة المطلقةح درجة ال-2

  . ليست صغيرة جداً m كتلة جزيء الغاز-3

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

:مثال عددي  
  NTPجزيئات الغاز عند ل - أ

25:               باستخدام كثافة الجزيئات 310  molecules mmoleculesρ −=    

25                  :م المتاح للجزيءالحجفإن  31 10 mmolecule
molecules

V
ρ

−= =       
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1010moleculer                                    :نصف قطر الجزيء ∵ m−≈  

3      :  الحجم الحقيقي للجزيء∴ 30 34 ( ) 10 m
3molecule moleculeV rπ −= ≈  

تالي، في الغازات، نجد أن حجم الجزيء عامةً أصغر جداً من الحجم المتاح له، بالتالي فإننا بال

  .ةتقليديال  بقوانين الميكانيكاه مععاملنستطيع الت، ونستطيع، كمبدأ، تحديد كل جزيء في الغاز

  

  :نات التوصيل في المعادنلكترولإ -ب

28:               اتنلكتروباستخدام كثافة الإ 310  electrons melectronsρ −=    

28                  :نلكتروالحجم المتاح  للإفإن  31 10 melectron
electrons

V
ρ

−= =       

10 9          :نلكترونصف قطر الإ ∵ m
2 (1eV)electron

h hr
p mE

−= = =  

3 :        نلكتروالحجم الحقيقي للإ ∴ 25 34 ( ) 10 m
3

V rπ −= ≈  

ومنه نجد ن عامةً أكبر من الحجم المتاح له، لكترو في المواد الموصلة، نجد أن حجم الإلهذا فإنه

   إلى الدوال الموجية سوف تتداخلأن

 هذان غير مميز، وللكترو يصبح الإلذلكنات في المعادن، لكترولا نستطيع هنا تحديد الإو. حد كبير

  .الكم الإحصائيةنيكا  ميكا طرقتطبيق إلى سوف نلجأ
 

 -ديراك و إحصاء بوز -، ألا وهما إحصاء فيرمي في هذا المجالنان إحصائيتاوهناك طريقت

أما .  بالتفصيل في الفصلين التاليين، مع بعض الأمثلة التوضيحيةاوسوف نتكلم عنهم. اينشتين

 . ةاب التاليوب بالأ يتم دراستها فسوف الخاصة بهماتطبيقاتال

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
 
I−  ديراك -فيرميإحصاء (FD statistics)  

لكترونات والبوزيترونات مثل الإ  فيرميونى، وتسممميزةال غير  الجسيماتىهو إحصاء يطبق عل

 لتماثلل  مضادةال موجيهو لها دفيرميونال جسيماتو .والبروتونات والميونز

(Antisymmetric wave functions)كثر يمكن لألا  لذلك فإنه . وتخضع لمبدأ باولي للاستبعاد
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 وجسيمات .)وذلك أيضاً مع وجود الحركة المغزلية(الكمي مستوى  أن يشغل نفس المن جسيم

 فيرمي سيماتج وتعتبر .= القيمة من فردية صحيحة أعداد أنصاف المغزلية الحركة لها ونفيرميال

ديراك كثيرة ومهمة وخصوصاً  -  إحصاء فيرميت وتطبيقا.بينهما التفاعل طاقة أهملت إذا مثالية

   . وفي دورة حياة النجوملدراسة سلوك الإلكترونات الحرة في المعادن وأشباه الموصلات
  

علم أنه في حالة  ديراك، ن-ولإيجاد احتمالية الديناميكا الحرارية لحاله عينية محددة لإحصاء فيرمي

، كما أن يصبح فارغاًجسيم واحد فقط، أو ب يملأ  إما أنطاقةمستوى كل  جسيمات الفيرميون فإن

  .)2(بالشكل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 أقل jnنجد أن عدد الجسيمات ،jg حيث تكون له درجة الانتماء،j منسوب طاقة فإنه لكللذلكو

j أنه ى،  بمعنjg من، أو تساوي jn g≤ . وأنه لمجموعة من المستويات عددهاjg يمكن 

منها علي جسيم مستوى  كل حتويوي jn وعددها ىالمجموعة الأول: مجموعتين إلى تقسيمها

)الثانية فارغة من الجسيمات وعددها المجموعة منفرد، و )j jg n− . وتصبح المسألة كما في

حدث الحصول على عدد الصور لأعلى   حيث عرفناNحالة تجربة العملات المعدنية ذات العدد

 موزعة على سبع ●أربعة من جسيمات الفيرميون ) : 2(شكل 

يات متساوية الطاقةمستو  εj 

energy levelthj

•

•

•
•

7
4

j

j

g
n

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪ =⎪ ⎪
⎨ ⎬ =⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪

⎪⎪ ⎭⎩
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2 بالعدد ى و حدث الحصول على عدد العملات ذات الكتابة لأعل1Nبالعدد  1N N N=  ولذلك −

   : هذا الترتيب هوىعرفنا عدد الطرق المختلفة للحصول عل

( )1 1

!
! !

N
N N N

ω =
−

  

  

  :هيjلمنسوب الطاقةاحتمالية الديناميكا الحرارية  أن ولمسألتنا هنا نجد

( )
!

( )                                                (1)
! !

j
FD

j j j

g
j

n g n
ω =

−
  

 هو ببساطة حاصل ه مسموح ب عينيبالتالي فإن العدد الكلي للحالات المجهرية المناظر لترتيب

  : أنى، بمعنيب الطاقةسنا لكل م(1)ضرب المعادلة 

( )1

!
                                            (2)

! !

n
j

FD
j j j j

g
n g n=

Ω =
−∏  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

أخذ :  كالتاليوهي( بولتزمان - الطريقة التي طبقت في إحصاء ماكسويلاستخدم  :واجب منزلي

ب النهاية العظمي، واستخدام معاملات ا، استخدام تقريب استيرلنج، حس)2(الوغاريتم للمعادلة 

 الأكثر  ديراك-زيع فيرمي تولإثبات أن)  لاجرانج مع التقيد بشرطي ثبوت عدد الجسيمات والطاقة

  :ى يؤول إلاحتمالاً

*                                                    (3)
1j

j
j

g
n

e α βε− +=
+

  

*حيث الرمز 
jn يمثل عدد جسيمات الفيرميون التي لها الطاقة jεو jgويعبر   درجة الانتماء هو

  . jε نفس الطاقةعدد المستويات التي لهاعن 

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

1كما تم سابقاً فإن و

Bk T
β  بدلالة معامل ه فإننا سوف نضعα معامل لاجرانج إلى وبالنسبة. =

  : بالشكلµ الجهد الكيميائي ىأخر يسم

Bk T
µα =  

  :ديراك بالصورة -ويصبح توزيع فيرمي
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( )

*

/

1                                             (4)
1j B

j
j k T

j

n
f

g e ε µ−
≡ =

+
  

  : بالشكلى أن التوزيع يعط المتصل نجدطيفالوفي حالة .  طيف الطاقة المنفصلة في حالةوذلك

( ) /
1( )                                                  (5)

1Bk Tf
e ε µε

−
=

+
 

 
 

II− اينشتين-إحصاء بوز (BE statistics)  
 جسيماتو.  مثل الفوتون والفونون، بوزونى وتسمالجسيمات غير المميزة ىهو إحصاء يطبق عل

ولا تخضع لمبدأ باولي  (Symmetric wave functions)بوزون لها دوال موجيه متماثلة ال

لذلك فإنه يمكن لأي عدد من  .= القيمة من صحيحة أعداد تأخذ لها المغزلية والحركةللاستبعاد 

 التفاعل طاقة أهملت إذا مثالية بوزونال جسيمات وتعتبر. الجسيمات أن يشغل نفس المستوى الكمي

بوزون ال جسيماتكثيرة ومهمة وخصوصاً لدراسة سلوك   اينشتين- إحصاء بوزت وتطبيقا.بينهما

  . عند درجات الحرارة المنخفضة
  

فإنه .  ديراك- حساب عدد الحالات المجهرية للبوزون تعتبر أكثر تعقيداً من توزيع فيرميطريقة 

 من jn من المستويات والتي تحتوي على عدد jg سوف يكون له عدد ،jلمنسوب الطاقة 

ولذلك من . تي لا يوجد عليها أي قيود بالنسبة لعددها بالمستوى الواحدمميزة والالالجسيمات غير 

والتي تُمثل بالنقاط ( من الجسيمات jn، ترتيب عدد )3(الملائم هنا أن نتخيل، كما بالشكل 

) من المستويات والمقسمة بواسطة jgخلال ) السوداء )1jg   . من الخطوط−

  

  

  

  

  

  

  

 
 

  jε موزعة علي تسع من المستويات المتساوية الطاقة      •): ثلاثة عشر من جسيمات البوزون     3شكل (

9
energy level   

13
jth

j

g
j

n
=
=

•• • • •••• • ••• •
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يمات مع سخلط الخطوط والج جديدة بواسطة مجهرية نستطيع أن نحصل علي حالات والآن

 بها  ترتبما هي عدد الطرق التي:  التاليويظهر لنا السؤال . ثابتةjgو jnاحتفاظنا بالأعداد

( )1j jn g+ )في عدد ) الخطوط والنقاطوهي ( من الرموز − )1jg من  jn من الخطوط و −

  :  هيj لكل منسوب طاقةحالات المجهرية أن عدد الالنقاط؟ مرة أخري من تجربة العملة نجد

( )
( )

1 !
( )                                           (1)

! 1 !
j j

j j

n g
j

n g
ω

+ −
=

−
  

 هو ببساطة حاصل ضرب هبالتالي فإن العدد الكلي للحالات المجهرية المناظر لترتيب مسموح ب

  : أنى، بمعنلكل مناسيب الطاقة  (1)المعادلة 

( )
( )1

1 !
                                      (2)

! 1 !

n
j j

BE
j j j

n g

n g=

+ −
Ω =

−∏  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

أخذ : وهي كالتالي( بولتزمان - دم الطريقة التي طبقت في إحصاء ماكسويل استخ:واجب منزلي

، واستخدام معاملات ىتقريب استيرلنج، حساب النهاية العظم ، استخدام)2(الوغاريتم للمعادلة 

  لإثبات أن)  لاجرانج مع التقيد بشرطي ثبوت عدد الجسيمات والطاقة

  :ى اينشتين الأكثر احتمالاً يؤول إل-توزيع بوز

*                                            (3)
1j

j
j

g
n

e α βε− +=
−

  

*حيث الرمز 
jnن التي لها الطاقة بوزو يمثل عدد جسيمات الjεو jg هو عدد المستويات التي 

1 حيث. jεلها نفس الطاقة

Bk T
β و =

Bk T
µα =.  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  : الصورةاينشتين -بوز توزيع أخذوي

( )

*

/

1                                            (4)
1j B

j
j k T

j

n
f

g e ε µ−
≡ =

−
  

  : أن التوزيع يعطي بالشكلطيف المتصل نجدالوفي حالة . وذلك في حالة طيف الطاقة المنفصلة



© Dr. I. Nasser                     chapter 13            12/20/2008 9:25 PM                                               
Quantum Statistics  

 271

( ) /
1( )                                            (5)

1Bk Tf
e ε µε

−
=

−
  

  

  .والجدول التالي يلخص الفروق المهمة للتوزيعات الثلاثة
 B.E. (Bosons) F.D. (Fermions) M.B. 

  Indistinguishable الجسيمات

 غير مميزة
Indistinguishable  

غير مميزة    

Distinguishable 
  مميزة

Symmetric الدالة الموجية  

 متماثله

Antisymmetric  

ثلتمالل مضاد  

 و مضادمتماثله 

ثلتمالل  

Spin ( )s =  0, , 2 ,= = "  1 3
2 2

, ,= = "  1 3
0,

2 2
, , ,= = = "  

 ,photons, phonons أمثله للجسيمات
4 He , π -meson, 

electron, proton,  
3 He  

 أي جسيمات

in  0,1,2,….. 0,1 0,1,2,….. 

( )iω  ( 1)!
!( 1)!

i i
BE

i i

n g
n g

ω + −
=

−
 

( )
!

! !
i

FD
i i i

g
n g n

ω =
−

 

(*)
!

in
i

MB
i

g
n

ω =  

Ω  
1

r

BE BE
i

ω
=

Ω =∏  
1

r

FD FD
i

ω
=

Ω =∏  
1

r

MB MB
i

ω
=

Ω =∏  

( ) i
i

i

nf
g

ε =  
1

1
−+− ie εβα  

1
1

++− ie εβα  ie εβα−  

Applications
 تطبيقات

Photons of radiation, 
gas molecules at 

very Low 
temperature) 

Free electrons in 
metal and semi- 

conductor 
(except at very H. 

temp.) 
 

Gas molecules 
(except near 0 K), 

electrons at 
Extremely H. 

temp. 

تباط بصفات الجسيمات هذا التعديل ليس له أي ار. N!علىهذه صيغة معدلة حيث قسمنا  (*)

 .الفيزيائية ولكن هذه قاعدة لنموذج رياضي يعرف به الجسيمات غير مميزة
 

  :مميزة يمكن تمثيلها بمعادلة واحدة وهيالللجسيمات المتطابقة وغير الثلاث دوال التوزيع و
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( ) /

1 for FD statistics
1 , 1 for BE statistics

0 for MB statistics
j B

j
j k T

j

n
f a

g e aε µ−

+⎧
⎪≡ = = −⎨

+ ⎪
⎩

  

  
  :تينستشف الأ  نستطيع أنمن المعادلة السابقة :تعليقات

 إلى   يؤولانديراك -فيرمي وأينشتين -بوزند درجات الحرارة المرتفعة نجد أن إحصائي ع -1

'  وهذا ناتج من أن القيمة.بولتزمان - ماكسويلإحصاء  'aالقيمة  إلى  تصبح مهملة بالنسبة
( ) /i Bk Te ε µ− عند درجات الحرارة المرتفعة .  

1j  الشرط تحققعند -2

j

n
g

 نجد أن الإحصائيات الثلاث تتطابق بغض النظر عن أي قيم >>

1jوالشرط . لدرجات الحرارة

j

n
g

)يتحقق في حالة ما إذا كان  >> ) /i Bk Te aε µ− >> ،

'وبالتالي يمكن إهمال القيمة  'a . الثلاثعاتالتوزيلتتطابق . 

 : كما بالشكل التالي مع الطاقة التوزيعات الثلاث دوالرسموب -3
 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :نجد أن

 (ε) الطاقة 
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j للنسبة أكبر ًا يعطي قيمأينشتين - وزإحصاء ب  -  أ

j

n
g

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 -ماكسويل وذلك مقارنةً بإحصاء 

  .بولتزمان

j نسبة للقل أًا يعطي قيمديراك -فيرميإحصاء   - ب

j

n
g

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 - ماكسويل وذلك مقارنةً بإحصاء 

 .بولتزمان

 تتبع قاعدة باولي للاستبعاد، لذلك فإن كل ديراك - فيرمين الجسيمات بإحصاء إحيث   - ت

1jوهذا يعني أن .  سوف تتشبع بجسيم واحد فقططوريهخلية 

j

n
g

⎛ ⎞
≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
خر آ أو بمعني 

jأن  jn g≤. 

 لا تتبع قاعدة باولي بولتزمان -ماكسويل  وأينشتين -وزن الجسيمات بإحصائي بإحيث   - ث

وهذا يعني أن .  يمكنها أن تتشبع بجسيم أو أكثرطوريهللاستبعاد، لذلك فإن كل خلية 

1j

j

n
g

⎛ ⎞
≥⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
jخر أن آ أو بمعني  jn g≥. 

' تكون طاقة المستوياتندما  جميع التوزيعات الإحصائية عىتتساو  -  ج 'jε تحقق الشرط 

j Bk Tε j مختلفة عندما يتحقق الشرطًا، وتعطي قيم<< Bk Tε الاختلافات . >>

 . درجة الحرارة جداً وتقترب من الصفر المطلقتنخفضتصبح واضحة جداً عندما 

  : نجد انتوزيعات الإحصائيةتساوي جميع العند   -  ح

                                                      

/

/ ,
i B

j B

k T
i

k T
j

n e
n e

ε

ε

−

−= 

  

فإنه للغازات المخففة، والمخففة هنا تعني أن عدد الجسيمات أقل جداً من عدد : وكملخص لما سبق

  :المستويات المسموح بها تبعاً للشرط
        for all j jn g j<<  
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. وهذا الشرط يتحقق عند درجات الحرارة المرتفعة.  أن معظم مستويات طاقة النظام فارغةى بمعن

مميزة للإحصاءات الدوال التوزيع للجسيمات المتطابقة وغير وللغازات المخففة نجد أن 

  :الثلاثة تصبح متساوية

1 !

inr
i

FD BE MB
i i

g
n

ω ω ω
=

= = =∏  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

III−  منوعةأمثلة  
  

بإمكان أي من الجسيمين ن وكان ا خليتوجدتإذا. Vنظام يتكون من جسيمين بداخل حجم  -1

  : إذا تحققعدد الحالات المجهريةاحسب . خلية من الخليتينالتواجد بأي 

  .بولتزمان - تبع إحصاء ماكسويلأن الجسيمات تَ  -  أ

 .أينشتين -تبع إحصاء بوز تَأن الجسيمات  - ب

 .ديراك - تبع إحصاء فيرميأن الجسيمات تَ  - ت

  الحل

بولتزمان تكون  -نعلم أنه في حالة إحصاء ماكسويل: بولتزمان- إحصاء ماكسويل  -  أ

A, مثل ، فرضاًالجسيمات مميزة B، ما تشبع بجسيم أو أكثر كتأن كل خلية  وبإمكان

 : التاليشكلبال

A B B A AB - - AB

(1) (2) (3) (4) 

  
  .مجهرية مستويات 4وبذلك نحصل على 

  

على أي عدد من خلية حتوي التأينشتين  -في إحصاء بوز : أينشتين -إحصاء بوز  - ب

 : التاليشكلكما بال، • مثل ، فرضاًمميزةالالجسيمات غير 
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- -

 (1)   (2)   (3)

• • •• ••
 

  .مجهرية مستويات 3وبذلك نحصل على 
 

على أكثر من جسيم خلية حتوي الت ديراك لا -في إحصاء فيرمي:  ديراك-إحصاء فيرمي  - ت

 : التاليشكلكما بال ،• مثل ، فرضاًغير مميز
  

 (1)

• •
 

  . واحد فقط مجهريىمستووبذلك نحصل على 

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

ن وكان بإمكان أي من اخليتوجدت إذا . V بداخل حجماتجسيم ةثلاثنظام يتكون من   -2

  : إذا تحققمجهريةعدد الحالات الاحسب . خلية من الخليتينبأي أن توجد  الجسيمات الثلاثة

  .بولتزمان - كسويلتبع إحصاء ماأن الجسيمات تَ  -  أ

 .أينشتين -تبع إحصاء بوز تَأن الجسيمات  - ب

 .ديراك - تبع إحصاء فيرميأن الجسيمات تَ  - ت

  الحل

بولتزمان تكون  -نعلم أنه في حالة إحصاء ماكسويل: بولتزمان- إحصاء ماكسويل  -  أ

, مثل ، فرضاًالجسيمات مميزة ,A B C، أكثر تشبع بجسيم أوتأن كل خلية  وبإمكان 

 : التاليشكلكما بال

  

ABC - - ABC AB C C AB

 (1)    (2)   (3)   (4)

BC A A BC CA B B CA

 (5)    (6)   (7)   (8)
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  .مجهرية مستويات 8وبذلك نحصل على              
  

على أي عدد من  خليةحتوي التأينشتين  -في إحصاء بوز : أينشتين -إحصاء بوز  - ب

 : التاليشكل، كما بال• مثل ، فرضاًمميزةالغير  الجسيمات

     (1)        (2)     (3)      (4)

••• − − ••• •• • • ••
 

  .مجهرية مستويات 4وبذلك نحصل على               
 

على أكثر من  خليةحتوي الت ديراك لا -في إحصاء فيرمي:  ديراك-إحصاء فيرمي  - ت

  . مجهريىمستوأي  نحصل على لذلك لن، وجسيم غير مميز

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

3N( جسيمات ةام يتكون من ثلاثاعتبر نظ -3  حيث 2ε و 1εلطاقة لومنسوبين ) =

( )1 2ε ε< ،1مستوى ال. كما بالشكل التاليε1 ، بمعني أننتماء ثنائي الا 2g  ويتشبع ،=

احسب عدد المستويات .  ويتشبع بجسيم وحيد فقطنتماءالا أحادي 2εمستوى وال. بجسيمين

    .المجهرية لكل إحصاء
 
 
 
 
 
 
 

  الحل

1 أن علم نمن المعطيات السابقة 22, 1g g= 1والأول همستوى وعدد الجسيمات بال، = 2n = 

2 والثاني همستوى وبال 1n ، ومنه حدة على مستوى لكل ستطيع أن نكون الجدول التالي نلذلك. =

  . ئيإحصا توزيع نحسب عدد المستويات المجهرية لكل

1ε
2ε  

1 2n =

2 1n =



© Dr. I. Nasser                     chapter 13            12/20/2008 9:25 PM                                               
Quantum Statistics  

 277

 

levelthi  in  ig  
( )

!( )
! !

i
FD

i i i

gi
n g n

ω =
−

( 1)!( )
!( 1)!

i i
BE

i i

n gi
n g

ω + −
=

−
( )

!

in
i

MB
i

gi
n

ω =  

1 2 2 ( )
2! 1

2! 2 1 !
=

−
 (2 2 1)! 3

2!(2 1)!
+ −

=
−

 
22 2

2!
=  

2 1 1 ( )
1! 1

1! 1 1 !
=

−
 (1 1 1)! 1

1!(1 1)!
+ −

=
−

 
11 1

1!
=  

   2

1

( )

1

FD FD
i

iω
=

Ω =

=

∏  

2

1

( )

3

BE BE
i

iω
=

Ω =

=

∏    

2

1

3!
!

12

in
i

MB
i i

g
n=

Ω =

=

∏

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

من  مستوىبأي أن توجد بإمكان أي من الجسيمين . Vنظام يتكون من جسيمين بداخل حجم  -4

1 الطاقات، ي ذةالمستويات الكمية الثلاث 2 30, 1, 3ε ε ε= =   :احسب دالة التجميع إذا تحقق .=

  .بولتزمان - تبع إحصاء ماكسويلتَأن الجسيمات   -  أ

 .أينشتين -تبع إحصاء بوزتَ أن الجسيمات  - ب

 .ديراك - تبع إحصاء فيرميتَأن الجسيمات   - ت

  الحل

بولتزمان تكون  -ي حالة إحصاء ماكسويلنعلم أنه ف: بولتزمان- إحصاء ماكسويل  -  أ

A, مثل ، فرضاًالجسيمات مميزة B، أن يتشبع بجسيم أو أكثر كما مستوى  الوبإمكان

 :بالجدول التالي
 

iε  Microstates )الحالات المجهرية(  
3    A B  B B
1   A B  B  A
0  A B   A A  

iE 0 2 6 1 3 4 

ig 1 1 1 2 2 2 
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2 6 3 41 2 2 2

iE
MB i

i
Z g e

e e e e e

β

β ε βε βε βε βε

−

− − − − −

=

= + + + + +

∑
  

، والتي بها مجهرية مستويات 3 ين هان مميزانلاحظ هنا أن عدد المستويات التي بها جسيم

  .9  هي، والمجموع الكلي للمستويات المجهريةمجهرية مستويات 6ي جسيم واحد فقط ه
  

على أي عدد من مستوى أينشتين يحتوي ال -في إحصاء بوز : أينشتين -ء بوزإحصا  - ب

A, مثل ، فرضاًمميزةالالجسيمات غير  Aكما بالجدول التالي ،:  

iε  Microstates )الحالات المجهرية(  
3    A A  A A
1   A A  A  A
0  A A   A A  

iE 0  2  6  1 3  4  

ig 1 1 1 1 1 1 
 

2 6 3 41BEZ e e e e eβ ε βε βε βε βε− − − − −= + + + + +  

، والتي بها مجهرية مستويات 3 ين هان مميزانلاحظ هنا أن عدد المستويات التي بها جسيم

  .6  هي، والمجموع الكلي للمستويات المجهريةمجهرية مستويات 3 يجسيم واحد فقط ه
 

على أكثر من مستوى  ديراك لا يحتوي ال-في إحصاء فيرمي:  ديراك-إحصاء فيرمي  - ت

 : كما بالجدول التالي،A. مثل ، فرضاًجسيم غير مميز

iε  Microstates  
3   A A
1  A  A
0  A A  

iE 1 3  4  

ig 1 1 1 
 

3 4
FDZ e e eβ ε βε βε− − −= + +  
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قط  بها جسيم واحد فالتي المجهريةن، والمستويات انلاحظ هنا أنه لا يوجد مستويات بها جسيم

  .3هي ، والمجموع الكلي للمستويات المجهرية  مستويات3 يه

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

:حظاتملا  
: كالتاليئيإحصاتوزيع عدد المستويات المجهرية لكل بالإمكان حساب  -1  

  :نستخدم القانون:  بولتزمان-لإحصاء ماكسويل

  9 = 2)1+1+1= (عدد الجسيمات )لمستوياتعدد ا(= عدد المستويات المجهرية

  :نستخدم القانون:  أينشتين- حصاء بوزلإ

  6)=2)(3)=(عدد الجسيمات)(عدد المستويات(=عدد المستويات المجهرية 

  :نستخدم القانون:  ديراك-لإحصاء فيرمي

  )3)=(عدد المستويات(=عدد المستويات المجهرية 

 لتعداد المستويات ةقترحراك فإن القوانين الم دي-أينشتين و فيرمي - ولكن في إحصاء بوز

  . ليست دقيقهالمجهرية

  

  :رفناذا عمن الحسابات السابقة إ -2

( )P Aباحتمال وجود جسيمين بنفس المستوي   

( )P Bباحتمال وجود جسيمين بمستويين مختلفين   

  :ع أن نكون الجدول التاليفمن الحسابات السابقة سوف نستطي
  

أينشتين -بوز بولتزمان-ماكسويل  .   ديراك-فيرمي
( )P A  3 3 0 
( )P B  6 3 3 

( )
( )

P AP
P B

=  1
2

 1 0  

 
: نلاحظ التالي الأخيرمن الجدول  



© Dr. I. Nasser                     chapter 13            12/20/2008 9:25 PM                                               
Quantum Statistics  

 280

أكثر من مستوى أن تتجمع بنفس ال إلى  أينشتين نجد أن الجسيمات تميل-في إحصاء بوز -1

  تكثف أينشتين دعيتُ ظاهرة  هذه بولتزمان وينشأ عنه- إحصاء ماكسويل
(Einstein condensation).  

وزع على مستويات مختلفة أن تت إلى  ديراك نجد أن الجسيمات تميل- في إحصاء فيرمي -2

  . بولتزمان-أكثر من إحصاء ماكسويل

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

من مستوى بإمكان أي من الجسيمين التواجد بأي . نظام يتكون من جسيمين غير مميزين :مثال

1 الطاقات، ة ذيالمستويات الكمية الثلاث 2 30, 1, 2ε ε ε= = 1 الأولمستوى ال. = 0ε  ثنائي =

1  بمعني أن،نتماءالا 2g الطاقة احسب دالة التجميع و .نتماءالاوالمستويات الأخرى أحادية ، =

  : للنظام إذا تحقق أن الجسيماتةمتوسطال

  ديراك-تبع إحصاء فيرميتَ  -  أ

  أينشتين-تبع إحصاء بوزتَ  - ب
  

  الحل
 :سوف نحصل على التوزيع التالي للحالات المجهرية: ديراك - فيرميإحصاء  - أ

  

iε  Microstates )الحالات المجهرية(  

εε 23 =  0 0 0 a a a 

2 1ε ε=  0 a a 0 0 a 

1 0ε =  a a 
 

a 0 
 

0 a 
 

0 a 
 

0 a 
 

0 0 
 

iE  0 0E =  1E ε=  2E ε=  3 2E ε=  4 2E ε=  5 3E ε=  

  :وتصبج دالة التجميع

3 51 2 4

2 31 2 2

i

o

E
FD i

i
E E EE E E

Z g e

e e e e e e
e e e

β

β β ββ β β

βε βε βε

−

− − −− − −

− − −

=

= + + + + +

= + + +

∑
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  والطاقة المتوسطة
2 3

2 3

1 2 4 3
1 2 2

3                          (as )
2

FD
FD

FD

Z e e eU
Z e e e

T

βε βε βε

βε βε βε

ε ε ε
β

ε

− − −

− − −

∂ + +
= − =

∂ + + +

→ →∞

  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

T عند النهايات FDZ احسب قيمة:واجب منزلي 0Tو ∞→ ما هو تعليقك على  . →

  النتائج؟

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  :سوف نحصل على التوزيع التالي للحالات المجهرية:  أينشتين-إحصاء بوز-ب
      

iε  Microstates )الحالات المجهرية(  
 1k  2k  3k  4k  5k  

εε 23 =  0 0 0 0 0 

2 1ε ε=  0 0 0 a a 

1 0ε =  aa 0  0 aa  a a  a 0  0 a  

iE  1 0E =  2 0E =  3 0E =  4E ε=  5E ε=  
 

iε  Microstates )الحالات المجهرية(  
 6k  7k  8k  9k  10k  

εε 23 =  a a 0 a aa 

2 1ε ε=  0 0 aa a 0 

1 0ε =  a 0  0 a  0 0  0 0  0 0  

iE  6 2E ε=  7 2E ε=  8 2E ε=  9 3E ε=  10 4E ε=  
 

  :وتصبج دالة التجميع
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2 3 43 2 3iE
BE i

i
Z g e e e e eβ βε βε βε βε− − − − −= = + + + +∑  

  والطاقة المتوسطة
2 3 4

2 3 4

1 2 6 3 4
3 2 3

3                          (as )
2

BE
BE

BE

Z e e e eU
Z e e e e

T

βε βε βε βε

βε βε βε βε

ε ε ε ε
β

ε

− − − −

− − − −

∂ + + +
= − =

∂ + + + +

→ →∞

 

)وسطة نجد أنه عند درجات الحرارة المرتفعة  من النتيجة النهائية للطاقة المت )T  أو ∞→

( )0β  - إحصاء ماكسويل  إلى  ديراك يؤولان- أينشتين و فيرمي- فإن إحصاءي بوز→

   .تقليديبولتزمان ال

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

T عند النهايات BEZاحسب قيمة  :واجب منزلي 0Tو ∞→ ما هو تعليقك على  . →

  النتائج؟

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

كان أي من الجسيمين التواجد بإم. Vنظام يتكون من جسيمين غير مميزين بداخل حجم: مثال

1 الطاقات، ة ذيمن المستويات الكمية الثلاثمستوى بأي  2 30, 1 , 2ε ε ε ε ε= = احسب دالة  .=

21التجميع و  , nn 3 وnإذا تحقق أن الجسيماتة للمستويات الثلاث :  

  أينشتين-تتبع إحصاء بوز  -  أ

,21احسب   - ب nn 3 وn والطاقة المتوسطة عندما ( 0)T ، ماهو تعليقك على النتيجة →

 النهائية؟

  :الحل

       :سوف نحصل على التوزيع التالي للحالات المجهرية:  أينشتين- لإحصاء بوز - أ
iε  Microstates )الحالات المجهرية(  
εε 23 =  0 0 1 0 1 2 

2 1ε ε=  0 1 0 2 1 0 

1 0ε =  2 1 1 0 0 0 

iE  12 0ε =  1 2 εε ε =+ 1 3 2εε ε =+ 2 22 εε = 2 3 3ε ε ε+ = 32 4ε ε=  
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1 3 2 3 31 1 2 2( ) ( ) 22 ( ) 2

2 3 41 2
2 2(1 )(1 )

BEZ e e e e e e

e e e e

e e e

β ε ε β ε ε βεβε β ε ε βε

βε βε βε βε

βε βε βε

− + − + −− − + −= + + + + +
− − − −= + + + +
− − −= + + +

 

  :باستخدام دالة التجميع بالشكلو

1 3 2 3 31 1 2 2( ) ( ) 22 ( ) 2
BEZ e e e e e eβ ε ε β ε ε βεβε β ε ε βε− + − + −− − + −= + + + + +  

  :واستخدام القانون العام

,

1 .
j i

BE
i

BE i T

Zn
Z

ε ε
β ε

≠

⎛ ⎞∂
= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

  : أننجد

1 31 1 2

1
1 ,

( )2 ( )1 2 

22 .2 2(1 )(1 )

j i

BE

BE BET

Z e e en
Z Z

e e

e e e

ε ε

β ε εβε β ε ε

β ε

βε βε

βε βε βε

≠

− +− − +⎛ ⎞∂ + +
= − =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

− −+ +
=

− − −+ + +

 

  

1: ة الأخيرة استخدمنا القيمبالخطو 2 30, 1, 3ε ε ε= =   . نجد2n إلى وبالنسبة. =
 

2 32 1 2

2
2 ,

( )2 ( )1 2 

2(1 2 ) .2 2(1 )(1 )

j i

BE

BE BET

Z e e en
Z Z

e e e

e e e

ε ε

β ε εβε β ε ε

β ε

βε βε βε

βε βε βε

≠

− +− − +⎛ ⎞∂ + +
= − =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

− − −+ + +
=

− − −+ + +

 

  . نجد3n إلى وبالنسبة
  

{ } ( )

s s
s i

i

n
E

BE i
n i energy levels

Z e g e
β ε

β
−

−
∑

= =∑ ∑
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3 1 3 2 3( )2 ( )

3
3 ,

2 2

2 2

1 2 

(1 2 ) .
(1 )(1 )

j i

BE

BE BET

Z e e en
Z Z

e e e
e e e

β ε εβε β ε ε

ε ε

βε βε βε

βε βε βε

β ε

+− − +

≠

− − −

− − −

−⎛ ⎞∂ + +
= − =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

+ +
=

+ + +

 

  :وتصبح الطاقة الداخلية

1 1 2 2 3 3
2 3

2 2

 U

(1 4 3 4 ) .
(1 )(1 )

n n n

e e e e
e e e

βε βε βε βε

βε βε βε

ε ε ε

ε − − − −

− − −

= + +

+ + +
=

+ + +

 

0e أنالصفر، بمعني إلى  تؤولTوعندما  βε−   : نجد أن ،→

0 ,0 ,0 ,2 321 →→→→ Unnn  

  الأرضيمستوى وهنا تتجمع الجسيمات بال

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

بإمكان أي من الجسيمين . Vنظام يتكون من جسيمين غير مميزين بداخل حجم  :منزليواجب 

1 الطاقات، ة ذيمن المستويات الكمية الثلاثمستوى التواجد بأي  2 30, 1, 3ε ε ε= = =.  

,21احسب  -1 nn 3 وnتبع إحصاء فيرميتَ  إذا تحقق أن الجسيماتة للمستويات الثلاث - 

 ديراك

,21احسب  -2 nn 3 وn عندما  ( )T  ، ماهو تعليقك على النتيجة النهائية؟∞→

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 


