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  محول لابلاس
*********************   

  تعريف محول لابلاس وخواصه ١٠
وهي دالة تابعـة   −sxeهذه الدالة في النواة  فرضنافإذا . s≤0معرفة في الفراغ  xf)(لتكن هناك الدالة     

0مـن القيمـة     xثـم التكامـل علـى النـاتج بالنسـبة ل      ،  sسـيط  والو xللمتغير  وكـان هـذا التكامـل     ∞ إلى  
ويرمز   s<0بمعامل لابلاس حيث  sوتسمى  xf)(متقارب فإن ناتج هذا التكامل يسمى محول لابلاس للدالة 

}){(أو  sf)(:كالآتيللناتج  tfL ويكتب على الصورة  
)١(     ∫

∞
−=

0
)()}({ dxxfexfL sx                                      

التكامل متقارب أما إذا كان التكامـل متباعـداً فإننـا نقـول أن      ويقال أن محول لابلاس لدالة ما متواجد  إذا كان
  .محول لابلاس غير معروف

تجعـل تحويـل لابـلاس معرفـاً ومـن ثـم يمكـن         sوهناك شروط موضوعة على معامل لابلاس وهي وجود قـيم ل  
لاس لقـيم    . القول أن هذه القيم تمثل مجموعة تعريف المحـول  الـدوال   تأخـذ السـالبة غـير متواجـد وكـذلك عنـدما       sومحـول لابـ

 2أوضاعاً معينة فمثلا
)( tetf   .sفإن المحول في هذه الحالة متباعد مهما كانت قيمة  =

  وبناء على ما سبق من نقاش نذكر الحقيقية التالية
  :خاصية

ــه إذا كانــت لــدينا الــدالتين  مــؤثر محــول لابــلاس هــ ),()(و مــؤثر خطــي أي ان tgtf   وكــان محــول لابــلاس لهمــا
)}({)},({ tgLtfL عددان  لأيعلى الترتيب فإنهFba   .الأعدادحقل  Fحيث  ,∋

)٢(  )}({)}({)}()({ tgbLtfaLtbgtafL +=+                     
  :البرهان

  :محول لابلاس  تعريفستخدام اب
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  :الآتيوعلى وجه العموم هذه الخاصية تكتب على الشكل 
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  تعريف محول لابلاس العكسي ٢٠
ــة        }{لــتكن الدال fL  أو)(sf ــة  هــي مح ــ ــة    tf)(ول لابــلاس للدال ــه يمكــن القــول أن الدال  tf)(وعلي

  :الآتيوتكتب على الشكل  sf)(تسمى بمحول لابلاس العكسي للدالة 
)}({)( 1 sfLtf −=  

  لمعاكس من حل المعادلة التكامليةويتعين المحول ا
)٤(  ∫

∞
−=

0
)()( dttfesf st                                         

فإن كان لها حلا وحيداً فإنـه   ،وعلى وجه العموم ليس بالضروري أن يكون هناك لهذه المعادلة حل
  .tf)(موجود وهو  sf)(يمكن القول أن محول لابلاس المعاكس للدالة 

  س يتمتع بالخاصية العامة التالية وهذا المحول المعاك
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=

−

=

− =






 n

i
ii

n

i
ii sfLbsfbL

1

1

1

1 )}({)(                              
  محول لابلاس لبعض الدوال  ٣٠
  .ستنباط محول لابلاس لبعض الدوال المشهورةافي هذا الجزء سنقوم ب   
atetfعندما تكون  -أ   ثابت  aحيث  ،)(=
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  .القاعدة إلىوعليه يمكن الوصول 
)٦(  

as
eL at

−
=

1}{                                        
,0سالبة بمعنى أن  aفإذا كانت  • >−= bba  فإن 

)٧(  
bs

eL bt

+
=− 1}{                                         

 فإن  a=0ا كانتفإذ •

)٨(  
s

L 1}1{ =                                              
==−  ,1فإذا كان  iica  فإن  

ics
eL ict

−
=

1}{  
  بالضرب في المرافق 

)٩(  22}{
is
icseL ict

+
+=                                          

   أنمن السابق  ولكن درس
θθ θθ sinIm   ,        cosRe == ii ee  

  ومن ثم نحصل على 
)١٠(  22}{cos

cs
sctL
+

=                                  
  أيضاً 

)١١(  22}{sin
cs

actL
+

=                                   
)(   0وللحصول على محول لابلاس لدالة كثيرات الحدود  ≥= nttf n )n عدد صحيح موجب(  
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  فإن 
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  بالتكامل بالتجزيء
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  ومن ثم نجد أن 
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  :الآتيوعليه نحصل على  الأيمننعدام الجزء الأول من الطرف اومن الملاحظ 
)١٢(  }{}{ 1−= nn tL

s
ntL                                     

  ذات العدد الصحيح الموجب فهي علاقة تكرارية وعليه nمحققة لجميع قيم ) ١٢(ولما كانت العلاقة 
}{)1(21}{ 0tL

s
nn

s
n

s
n

s
ntL n −−−

⋅
−

⋅= L  
  ومن ثم نجد أن 

}1{!}{ L
s
ntL n

n =  
  كتابة المحول على الصورة  الأفضلومن 

)١٣(  )1(!   ,      )1(}{ 1 +Γ=
+Γ

= + nn
s
ntL n

n                            
  هي دالة جاما  Γ⋅)(حيث 

 فإن  n<−1أما إذا كانت  •

∫
∞

−=
0

}{ dtettL stnn  
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stuبأخذ التعويض  =  
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  :الآتيوعليه نحصل على 
)١٤(  1            )1(1}{ 1 −>+Γ= + nn

s
tL n

n                           
1  ,1صالحة لجميع قيم  )١٣(ذلك يمكن القول أن العلاقة ول ≥−> nn  
 أمثلة عامة وتمارين •

  .١مثال 
  :أوجد محول لابلاس للاتي 

}8{sin ,        }{sinh  ,          }{cosh tLatLatL  
  نعلم أن مما سبق دراسته : الحل

( )atat eeat −+=
2
1cosh  

{ } ]11[
2
1 }{}{

2
1}{cosh

asas
eLeLatL atat

+
+

−
=+= −  

  ومن ثم نحصل على 
22 }{cosh (i)

as
satL
−

=  
  بالمثل وبنفس الطريقة يمكن إثبات أن
22 }{sinh (ii)

as
aatL
−

=  
  حيث أن 

22 }{sin 
as

aatL
+

=  
  فإن
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  .٢مثال 
  أوجد محول لابلاس للدالة  
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  .٣مثال 
  :الآتيةأوجد محول لابلاس للدوال  

}4{cos,    }2cos2{sin  ,       }5{ 26 2
3

tLttLttL +−  
  ستخدام القاعدة التالية اب: الحل

1
)1(}{ +

+Γ= n
n
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ntL  

  :الآتينحصل على 
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  وحيث أن 

π))(()(  ,        1)1(  ,        !6)7( 2
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2
3

2
5 =Γ=Γ=Γ  

  وعليه نجد أن 
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  تعاريف وملاحظات ونظرية الوجود ٤٠
  :الآتيةفي هذا البند سنقوم بذكر بعض التعاريف الهامة       

             : الاستمرار المقطعي  .أ 

],[مستمرة مقطعياً في الفـترة   tf)(يقال أن الدالة  ba     ة منتهيـة لل ],[فـترة  إذا اسـتطعنا إيجـاد تجزئـ ba    وكانـت الدالـة
)(tf وإذا كانـت نهايـة الدالـة    . مستمرة في كل مجال جزئي مفتوح من فترات التجزئة)(tf    يمين مـن الـ

  .ومن اليسار عند حدود التجزئة محدودة
  ،tf)(يـد مـن الانقطـاع الـذي يسـمح بـه للدالـة        وعليه يمكن القول أن القفـزات المحـدودة هـي النـوع الوح    

  .ومن الواضح أن فئة الدوال المستمرة مقطعياً يحتوي على جميع الدوال المستمرة
  

 
  

60  ,)(رسماً للدالة ثل يم (1) الشكل  tft   .وهي مستمرة مقطعياً ≥≥

)(tf
 

t 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


8 
 

        :  الرتبة الاسية  .ب 

t→∞ذات رتبـة أسـية عنـدما     tf)(يقال أن الدالـة   bM ينن ثـابت يعـدد  لأيإذا كـان      تتحقـق   ,
  ينةابالمت

0for          |)(| ttMetf bt ≥≤ 

 وتكتب  bteمن مرتبة  tf)(وعليه يمكن القول أن الدالة 

⋅∞→= teOtf bt  ,      ) ()(  
  :كالآتيويمكن سياق التعريف بصورة أخرى 

bMذات رتبة أسية إذا كان هناك عددان ثابتان  tf)(يقال أن الدالة    بحيث أن  ,
)١٥(  MtfeLim bt

t
→−

∞→
|)(|                              

  .٤مثال 
)(3ت أن أثب  ttf   t→∞ذات رتبة أسية عندما  =

  السابقمن خلال التعريف : الحل
0)(

3
3 →=

∞→

−

∞→ btt

bt

t e
tLimteLim  

  ويمكن للدارس إثبات ذلك عند تطبيق نظرية لوبيتال 

066                   
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bttbtt

bttbtt
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e
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)(3وعليه فإن الدالة  ttf =   .ذات مرتبة أسية  
  :٥مثال 

2وضح أن الدالة  
)( tetf =   ليست ذات مرتبة أسية   

  أيضاً من التعريف  نجد أن :الحل
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 Aفئة الدوال   .ج 

  :الآتيإذا تحقق  Aالفئة  إلىتنتمي  tf)(يقال أن الدالة 
(i)  إذا كانت الدالة)(tf  0مستمرة مقطعياً في أي مجال محدود من المنطقة≥t.  

 (ii)  إذا كانت الدالة)(tf  0ذات رتبة أسية لجميع قيمtt 0tمهما كانت قيمة  ،< .  
    : لاس للمشتقات الداليةمحول لاب ٥٠
  هو  tf)(درسنا فيما سبق أن محول لابلاس لدالة    

∫
∞
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)()}({ dttfetfL st  
tf)( الأولىمحول لابلاس للمشتقة  ولإيجاد   :الآتيندرس  ′

∫
∞

− ′=′
0

)()}({ dttfetfL st  
  :يالآتنحصل على ستخدام قاعدة التكامل بالتجزيء اب

( ) ∫
∞

−∞− +=′
0

0 )()()}({ dttfestfetfL stst  
  :الآتيةوعليه نحصل على القاعدة 

)١٦(  )0()}({)}({ ftfsLtfL −=′                                 
  أيضاً يمكن حساب محول لابلاس للمشتقة الثانية 

∫
∞
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)()}({ dttfetfL st  
  بالتكامل بالتجزيء مع وضع
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 )١٦(المعادلة  باستخدام

)}({)0()}({ tfsLftfL ′+′−=′′  
  وبناء على ذلك نجد أن 

)١٧(  )0()0()}({)}({ 2 fsftfLstfL ′−−=′′                       
  سبق في القاعدة التالية ويمكن تعميم ما

)١٨( )0()0()0()}({)}({ )1()1(21)( −−− −−−−= nnnnn ffsfstfLstfL L 

  :الآتيإذا كانت الدالة متصلة مقطعياً فإننا نتبع  -ب
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  بالتجزيء لجميع التكاملات السابقة نجد أن  ضاً بالتكاملأي
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]0,(متصلة في الفترة  tf)(الدالة  أنوحيث     فإن  ∞
)٢١(  )0()}({)}({ ftfsLtfL −=′                            

  .)١٦(وهي نفس نتيجة المعادلة 
 : دالة متقطعة تحويل لابلاس لتفاضل •

  .٢نظرية 
tf)(وكانت  t→∞متصلة وذات مرتبة أسية عند  tf)(دالة  لأي  دوال    إلىتنتمي  ′ وكانـت الدالـة    Aفئـة الـ

atعند النقطة  )(لقيمة بحيث تختلف قيمتها عند غير متصلة ولكنها محدودة ا = +af  عن نظيرتها)( −af فإن  
)٢٢(   )]()([)0()}({)}({ −+− −−−=′ afafeftfsLtfL sa        
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  :البرهان
tf)(حيث أن الدالة     تحقق شروط وجود المحول فإن  ′

dttfetfL st )()}({
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′=′ ∫
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  وكما سبق نستخدم قواعد التكامل بالتجزيء فنحصل على 
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}){(يعطيان  الأيمنالجزئين الثاني والرابع في الطرف  أنونلاحظ  tfsL نجد أن  ومن ثم  
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  .)٢٢(تنتج المعادلة  )٢٣(في العلاقة  )٢٤(ستخدام المعادلة اب
niaiيمكن تعميم النظرية لعدد محدود من نقط الانفصال وليكن عددها    ورة التاليةعلى الص   ,1≥≥
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 دالة الوحدة الدرجية  •
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  :الآتيةتسمى دالة الوحدة الدرجية ويرمز لها بأحد الرموز 
)( atu   : كالآتيوتمثل بيانياً  auأو  −

 
  :كالآتيويحسب لها محول لابلاس 
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  بدلالة دالة الوحدة ثم أوجد محول لابلاس
  : الحل





>
<

+=
π
π

t
t

ttf
       7
       0

cos)(  
  ومن ثم نجد أن 

)}({7}{cos)}({
       1
       0

7cos)(

π

π
π

−+=




>
<

+=

tuLtLtfL
t
t

ttf  

a 

t 
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  العلاقة  نحصل على  باستخدام

s
e

s
stfL

sπ−

+
+

=
7

1
)}({ 2  

   محول لابلاس العكسي لبعض الدوال ٠٦

)1(
}1{            )1(}{ 2)(

}1{               1}{ 1)(

1
1

1

1

+Γ
=

+Γ
=

=
−−

=

+
−

+

−

n
t

s
L

s
ntL

e
as

L
as

eL

n

nn
n

atat

  

at
as

aL
as

aatL

at
as

sL
as

satL

sin}  {       }{sin 4)(

cos}  {       }{cos 3)(

22
1

22

22
1

22

=
++

=

=
++

=

−

−

  

  : ٩ مثال
  :أوجد محول لابلاس العكسي للاتي 









+
+









−−







−
−−−

25
8  (iii)        

54
1  (ii)        

72
1  (i) 2

1
2

11

s
sL

ss
L

s
L  

  :الحل

                            









+−
=









−−

=








−
=









−

−−

−−

)1)(5(
1

54
1  (ii)

2
11

2
1

72
1  (i)

1
2

1

2
7

11 2
7

ss
L

ss
L

e
s

L
s

L t

   

 BA,,                 ثابتان                    








+
+

−
= −

)1()5(
1

s
B

s
AL  

                         tt BeAe
s

BL
s

AL −−− +=








+
+









−
= 511

1
1

5
1           

  على المحاور  الإزاحة ٧٠
  .والهامة لمحول لابلاس وأيضاً المحول العكسي  الأساسيةيات النظر إلىفي هذا الجزء سنتعرض         
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  )sعلى محور  الإزاحة( .الأولى الإزاحةنظرية 
bsعند  sf)(موجوداً أو يساوي  tf)(إذا كان محول لابلاس للدالة  ة  فـإن محـول لابـلا    <  tfeat)(س للدالـ

)(يكون أيضاً موجوداً أو يساوي  asf basعند  −   تكتب النظرية على الصورة  آخروبمعنى  −<
)٢٦( )()}({ asftfeL at −=                               

  :١٠مثال 
  :احسب محول لابلاس للاتي

{ } { } { }teLteLteL ttnat 6sin  (iii)        4cos  (ii)          (i) 23  
  :الحل

  حيث أن  
{ } 1

!  (i) += n
n

s
ntL  

  الإزاحةومن نظرية 
{ } 1)(

!
+−

= n
nat

as
nteL  

  أيضاً
{ }

16
 4cos  (ii) 2 +
=

s
stL  

   الإزاحةنظرية  باستخدام
{ }

16)3(
34cos 2

3

+−
−

=
s

steL t  
  بالمثل

{ }
36

66sin  (iii) 2 +
=

s
tL  

{ } ⋅
+−

=
36)2(

66sin 2
2

s
teL t  
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  :١١مثال
  :الآتياحسب  









+−







+−







−
−−−

256
  (iii)        

204
3  (ii)        

)72(
5  (i) 2

1
2

1
3

1

ss
sL

ss
L

s
L  

  : الحل 
  :الآتي الأولىنلاحظ في الحالة 













−
=













−
−−

3
2
7

1
3

2
73

1

)(
1

8
5

)(2
5

s
L

s
L  

  الإزاحةطبق نظرية 
⋅==







=









−
−− ttt etet

s
Le

s
L 2

7
2
7

2
7

16
5

!28
51

8
5

)72(
5  (i)

22

3
1

3
1  

  :الآتيلحل الجزء الثاني يجب ملاحظة 
4)2(4 22 −−=− sss  

  ومن ثم نجد أن 
                         

16)2(
1

204
3  (ii) 2

1
2

1









+−
=









+−
−−

s
L

ss
L  

  )زاحةالإطبق (                  








+
= −

16
1

2
12

s
Le t  

                                                                           
te
s

Le

t

t

4sin
4

16
4

4
2

2
1

2

=









+
= −

  

  :الآتيأيضاً لحل الجزء الثالث نستخدم 
9)3(6 22 −−=− sss  

  ومن ثم نجد أن 
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







+−
=









+−
−−

16)3(256
  (iii) 2

1
2

1

s
sL

ss
sL  









+−
+−

= −

16)3(
3)3(

2
1

s
sL  

⋅



 +=













+
+









+
=









+
+= −−− tte

s
L

s
sLe

s
sLe ttt 4sin

4
34cos

16
3

1616
3 3

2
1

2
13

2
13  

  

  )tعلى محور  لإزاحةا(  الثانية الإزاحةنظرية 
0,)(فإن  tf)(هي محول لابلاس للدالة  sF)(إذا كانت الدالة     sFea as−>  هو محول لابلاس للدالة  





>−
<

=
atatf
at

tf
      )(
                 0

)(  
)(الدرجية  ةدالة الوحد استخداموب atu   على الشكل  tf)(يمكن كتابة الدالة  −

)()()( tuatftf a−=  
  :البرهان

  :كالآتي uf)(محول لابلاس للدالة  أنمما سبق عرفنا  
∫
∞

−=
0

)()( duufesF su  
   −aseبضرب الطرفين بالدالة 

∫

∫
∞

+−

∞
−−−

=

=

0

)(

0

)(               

)()(

duufe

duufeesFe

aus

suasas

  

tauبأخذ التعويض    :الآتيفإننا نحصل على  +=
∫
∞

−− −=
a

stas dtatfesFe )()(  
  تكتب على الشكل  الأخيرةفإن العلاقة ) راجع التعريف( auفإذا استخدمنا الدالة الدرجية 

∫
∞

−− −=
a

a
stas dttuatfesFe )()()(  
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  بناء على تعريف محول لابلاس نحصل على و
)٢٧(                          )}()({)( tuatfLsFe a

as −=−                               
  .وهو المطلوب إثباته
  الحقيقة الهامة التالية إلىهذه النظرية تقودنا 

 : ٢حقيقة  •

1}){()(إذا كان   tfsFL =−  
  فإن 

)٢٨(   )()()}({1 tuatfsFeL a
as ⋅−=−−                              

  :١٢مثال
  أوجد محول لابلاس للدالة  









>
<<

<<
=

π
ππ

π

2           sin
2             0

0             
)(

tt
t

tt
tf  

   :الحل
  دالة الوحدة الدرجية باستخدام أولاً تكتب العلاقة 





π>
π<

+




π>
π<

−=
2     sin
2          0

        1
        0

)( 0 tt
t

t
t

utf  
  :الآتي إلىوهذا يقودنا 

ππ +−= utuutf )(sin)( 0  
  رفينبأخذ محول لابلاس للط

})2{sin(}{}{)}({ 20 ππ π−+−= utLuLuLtfL  
  طبق القاعدة
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s
etuL

as

a

−

=)}({  
  مع النظرية 

)()}()({ sfetuatfL as
a

−=−  
  :الآتينحصل على 

1
1)}({ 2

2

+
+−=

π−π−

s
e

s
e

s
tfL

ss  
  

  :٥نظرية الاشتقاق 
  فإن  sf)(وكان محول لابلاس لها هو  t≤0لكل  Aصف الدالة  إلىتنتمي  tf)(الة إذا كانت الد 
)٢٩(  )()1()}({ sf

ds
dttfL −=                                           

  :البرهان
  من تعريف محول لابلاس 

∫
∞

−==
0

)()}({)( dttfetfLsf st  
   sبإجراء التفاضل بالنسبة ل 

)}({))(( )()(

00
ttfLdtttfedttfte

ds
sfd stst −=−=−= ∫∫

∞
−

∞
−  

  .وعليه تنتج النظرية
  ويمكن تعميم النظرية في الشكل العام التالي 

)()1()}({ sf
ds
dtftL n

n
nn −=  

  :٣١مثال
  :يللات أوجد محول لابلاس 
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}3cos{(ii)               }2sin{ (i) ttLttL  
  :الحل 

  حيث أن 
                    

4
2}2{sin (i) 2 +

=
s

tL  
  وعليه يكون 

222 )4(
4 

4
2}2sin{

+
=

+
−=

s
s

sds
dttL  

  بالمثل 

⋅
+
−

=
+

−=

+
=

22

2

2

2

)9(
9

9
}3cos{      

9
}3{cos ii)(

s
s

s
s

ds
dttL

s
stL

  

 تكامل محول لابلاس •

  : ٦ نظرية 
  إذا كان شروط وجود محول لابلاس محققة وكان  

finite
t
tfLim

t
→








+→

)(
0

  
  فإن

)٣٠(                                ∫
∞

=








s
duuf

t
tfL )()(

                                
  : ٤١ مثال

  أوجد محول لابلاس للدالة  

t
ttf sin)( =  
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finiteحيث أن 
t

tLim
t

→
→

sin
0

  فإنه يمكن تطبيق النظرية  

1
1}{sin 2 +

=
s

tL  
  وبناء على ذلك

⋅−==
+

=






 −∞−

∞

∫ sudu
ut

tL s
s

11
2 tan

2
 ][tan

1
1sin π  

  :التلاف  •
تتجلى أهمية التلاف في حل المعادلات التكامليـة والتفاضـلية ذات الشـروط الابتدائيـة وكمـا أن لهـذا المفهـوم أهميـة         

  .خاصة في كثير من االات الهندسية والبرامج على الكمبيوتر
),()(دينا الدالتين وتعرف التلاف بإنه لتكن ل tftg  0,[معرفتان في الفترة[ t  فإن تلاف الدالتين

fg,  أنه الدالة  علىيعرف)(th كالآتي:  

∫ −=
t

dtgfth
0

)()()( τττ  
  ويرمز لها

))(*()( tgfth =  
   تيةالآوهذا التلاف له الخواص 

fggf                                                                                                 الإبدالخاصية  .١ ** =  
2121                                               خاصية التوزيع .٢ **)(* gfgfggf +=+ 

hgfhgfhgf                               خاصية التجميع .٣ ***)*()*(* == 

*00*0                                                                         الصفر عنصر ماحي .٤ == ff 

ff                                                                                               الواحد ليس عنصر محايد .٥ ≠*1 

ttgبفرض  ٥ ةالعلاق ولإثبات =)(  
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)(
22

 )(1))(*1(
2

0

2

0
tgttdttg

tt
≠=








−=−⋅= ∫

τ
τττ  

 .٧نظرية التلاف 

ــدالتان    ),()(إذا كانــت ال tftg     ــلاس العكســيان للــدالتين ),()(همــا محــولا لاب sFsG   ــب علــى الترتي
لاس العكسـي         )()()(للـدالتين   th)(وكانت شروط وجـود التحويـل محققـة فـإن محـول لابـ sGsFsH هـو   =

gfhالتلاف     أنبمعنى  =*
)٣١( )}({)()())(*()( 1

0
sHLdtgftgfth

t
−=−== ∫ τττ                

  :٥١مثال
  :قتين مختلفتين بطري أوجد 









++
−

)4)(9(
1

22
1

ss
L  

   :الحل
  مما سبق نعلم أن 
t

s
Lt

s
L 2sin

2
1

4
1,3sin

3
1

9
1

2
1

2
1 =









+
=









+
−−  

  وعليه

∫ −==








++
−

t
dttt

ss
L

0
22

1 )(3sin2sin
6
1 3sin2sin

6
1

)4)(9(
1

τττ  
  الخاصية المثلثية باستخدام

)]cos()[cos(
2
1sinsin BABABA +−−=  

  نحصل على 
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]3sin22sin3[
30
1]2sin

5
63sin

5
4[

12
1

)]3sin2sin(
5
1)3sin2sin[(

12
1 )]35sin(

5
1)3sin([

12
1 

)]3cos()35[cos(
12
1

)4)(9(
1

0

0
22

1

tttt

ttttdtt

dtt
ss

L

t

t

−=+−=

+++−+=−+−−=

−−−=








++ ∫−

τττ

τττ

  

  

 : المعادلات التفاضلية العادية حلتطبيقات على   ٨٠

  :  ١٦  مثال
  حل المعادلة التفاضلية  

1)0(  ,     2)0(       0)(6)(5)( =′==+′+′′ yytytyty  
  :الحل

  بأخذ محول لابلاس 

0)(6)]0()([5)0()0()(

0)}({6)}({5)}({
2 =+−+′−−

=+′+′′

syyssyysysys

tyLtyLtyL  
  الشروط الابتدائية والتعويض باستخدام

2
7

3
5

23)65(
112)(

1012)()65(

2

2

+
+

+
−

=
+

+
+

=
++

+
=

++=++

sss
B

s
A

ss
ssy

ssyss
  

  بأخذ محول لابلاس العكسي
⋅+−= −− tt eety 23 75)(  

  : ١٧  مثال
  حل المعادلة التفاضلية  

2)0( ,  2)0(        343 −=′==−′−′′ yyeyyy t  
  :الحل
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  بأخذ محول لابلاس للطرفين نحصل على 

1
3)(4)]0()([3)]0()0()([ 2

−
=−−−′−−

s
syyssyysysys  

  نجد أن   الابتدائيةالشروط  باستخدام
2)3(2

1
3)()43( 2 +−+
−

=−− s
s

syss  
  نحصل على بالاختصار

⋅−+=

−
−

−
+

+
=

+
+

−−+
=

− ttt eeety

sss
sy

ssss
sy

2
1

5
1

10
23)(

1
1

2
1

4
1

5
1

1
1

10
23)(

1
2

)1)(4)(1(
3)(

4

  

  :  ١٨ مثال
  حل المعادلة التفاضلية 

,0)0()0( ,           )()(2)( =′==+′′ yytrtyty  









>
<<
<<

=
π

ππ
π

2      sin
2         0

0          1
)(

tt
t
t

tr  

  :الحل
  الدرجيةعلى صورة دالة الوحدة  tr)(بكتابة الدالة  

ttutututr sin)()()()( 20 ⋅+−= ππ  
  بأخذ محول لابلاس

1
1)(2)0()0()(

)}2sin()({}{)}({)}({2)}({

2

2
2

20

+
+−=+′−−

−+−=+′′
−−

s
e

s
e

s
syysysys

ttuLuLtuLtyLtyL
ss ππ

ππ π
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  الشروط الابتدائية والاختصار نجد أن  باستخدام

)2)(1()2()2(
1)( 22

2

22 ++
+

+
−

+
=

−−

ss
e

ss
e

ss
sy

ss ππ

  
  طبق محول لابلاس العكسي









++
+









+
−









+
=

−
−

−
−−

)2)(1()2()2(
1)( 22

2
1

2
1

2
1

ss
eL

ss
eL

ss
Lty

ss ππ  
  :ستخدام العلاقة التاليةاب

(i) t
s

L 2sin
2

1
2

1
2

1 =








+
−  

  والتي منها نحصل على العلاقة
∫=









+
−

t

udu
ss

L
0

2
1  2sin

2
1

)2(
1  

  وعليه نحصل على 
(ii) ]2cos[

2
1

)2(
1

2
1 tt

ss
L −=









+
−  

  الثانية نحصل على العلاقة الإزاحةطبق نظرية 
(iii) )](2cos[)(

2
1

)2( 2
1 π−−⋅=









+ π

π−
− tttu

ss
eL

s  
  أيضاً من الملاحظ أن 









+
−

+
=


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
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
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1
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  وعليه نحصل على
tt

ss
L 2sin

2
1sin

)2)(1(
1
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1 −=








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  وبناءاً على ذلك نجد أن 
                (iv) )]2(2sin

2
1)2[sin()(

)2)(1( 222

2
1 π−−π−⋅=


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



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  :الآتينحصل على  (11.44)في المعادلة  (ii),(iii),(iv)بالتعويض من 

)]2(2sin
2

1)2[sin()(        

)](2cos1[
2

)2cos1(
2
1)(

2 π−−π−⋅+

+π−−+−=

π

π

tttu

tutty

  

  .ل المطلوبوهو الح
  حل المعادلات التفاضلية العادية ذات المعاملات المتغيرة

علـى القاعـدة    اعتمـاداً محول لابلاس لحل المعادلات التفاضلية العادية ذات المعاملات المـتغيرة   استخداممن السهولة         
  :الآتية

)}({)1()( tftLsf
ds
d nn

n

n

−=  
  يضاً اعتماداً على المشتقة التاليةوأ

).0()0()0()()}({ )1(21)( −−− −′−−= mmmmm yysyssystyL L  
  .تعني رتبة التفاضل m)(حيث 
  : ١٩  مثال

  حل المعادلة التفاضلية
0)0()0(         0)2( =′==−+′′ yyytyt  

  :  الحل
  بأخذ محول لابلاس للطرفين

0}{}{2}{ =−+′′ tyLyLytL  
  وحيث أن 

)]0()0()([)1(}{

)0()0()(}{

2

2

ysysys
ds
dytL

ysysysyL

′−−−=′′

′−−=′′
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  ومن ثم 
)]0()(2)()[1(}{ 2 yssysysytL −+′−=′′  

  الشروط الابتدائية نحصل على  باستخدام
(i) )(2)(}{ 2 ssysysytL −′−=′′  

  أيضاً
(ii) )()()}({ sysy

ds
dttyL ′−=−=  

  :الآتيالوضع  إلى  وعليه تتحول المعادلة التفاضلية
0)()(2)(2)(2 =′++−′− sysyssysys  

  نحصل على  بالاختصار
0)()1(2)()1( 2 =−+′− syssys  

  :ويمكن كتابتها على الشكل التالي ،الأولىوهي تمثل معادلة تفاضلية عادية من الرتبة 
)(

1
2)( sy
s

sy
+

−
=′  

  التكامل بإجراء

⋅
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+
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−
=
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  عكسي بأخذ محول لابلاس ال


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

=









+
= −−

2
1

2
1 1

)1(
1)(

s
LAe

s
ALty t  

  ويكون الحل هو
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tAtety =)(  
الرغم مـن أن المعادلـة مـن الرتبـة الثانيـة وواضـح أيضـاً                من الواضح أننـا حصـلنا علـى حـل واحـد فقـط بـ

يحقق شروط  مستقل خطياً عن الحل الذي حصلنا عليه ولكن المقدرة في عدم إيجاده أنه لا الآخرأن الحل 
  .t=0ويل لابلاس حيث يتباعد التكامل المعرف للتحويل عند وجود تح

  وهكذا يدل أن هذه الطريقة محول لابلاس ضعيفة في حل المعادلات التفاضلية ذات المعاملات 
  

 حل المعادلات التكاملية:ق الرابعالتطبي

يعتبر محول لابلاس من أقوى المحولات التي تفيد في حل المعادلات التكاملية الناشئة من المعادلات التفاضلية 
  التكاملية والتي تأخذ الوضع  ا نطلق عليه معادلة فولتير ذات الشروط الابتدائية وهي ما

)٣٢(  ∫ =−
x

xfdyyyxkx
0

)()(),()( φλµφ                         
سميـت معادلـة    µ=0فـإذا كـان    ،µتسمى معادلة فولتيرا التكاملية ويتوقـف نوعهـا علـى قيمـة الثابـت       المعادلة 

=≠0فــولتيرا التكامليــة مــن النــوع الأول وإذا كانــت   constµ   مــن النــوع الثــاني أمــا إذا  سميــت معادلــة فــولتيرا
  .متغيرة فإنها تسمى معادلة فولتيرا من النوع الثالث µكانت 

دائماً تحـت علامـة التكامـل وهـي المـراد إيجادهـا ويطلـق         xφ)(ن الدالة اهولة تسمى تكاملية لأ )٣٢(والمعادلة 
),(لة الجهد والدالة بدا الأساسيةعليها في العلوم  yxk     دالة معروفة وتسمى نواة المعادلة التكامليـة وأحيانـاً تكـون

ة المعروفـة    ه متصلة أو غير متصلة طبقاً للوضع المسـتنتجة من ـ  فهـو يحمـل    λأمـا الثابـت   . تسـمى الطـرف الحـر    xf)(والدالـ
 .ئية خاصة بتركيبة المسألة من الناحية التطبيقيةمعاني فيزيا

  .نظرية التلاف تلعب دوراً بارزاً في حل المعادلة التكاملية من نوع فولتيرا أنونلاحظ 
  :الآتيمحول لابلاس نتبع  باستخدام )٣٢(ولحل المعادلة 

)}({)(),()}({
0

xfLdyyyxkLxL
x

=








− ∫ φλφµ  
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  طبق نظرية التلاف
)()()()( sfssFs =− φλµφ  

  لى ذلك وبناء ع

)(
)()(

sF
sfs

λµ
φ

−
=  

  ويكون حل المعادلة التكاملية على الصورة









−
= −

)(
)()( 1

sF
sfLt

λµ
φ  

  .)٣٢(تعتبر الحل العام للمعادلة tφ)( .هي محول لابلاس للنواة sF)(حيث أن 
  :  ٢٠ مثال

  ة التكامليةحل المعادل 
)٣٣(                             ∫ −+=

t
dxxxtt

0
)()sin(1)( φφ                          

),()sin(   , )(1 , 1  , 1نلاحظ أن  ===−= µλtfxttxk  
  :كالآتي )٣٣(وعليه يكون الحل على صورة المعادلة 







 +=







 +

=



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
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



−
= −−
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−
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3
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1
1

1
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1
)(

2 ss
L

s
sLLt

s

sφ  

  ومن ثم 

!2
1)(

2tt +=φ  
  :  ٢١ مثال

  كاملية حل المعادلة الت 
)٣٤( ∫ −+=

x

dtttxxx
0

)()cos(2sin)( φφ                        
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),()sin)( ,   )cos  , 2   , 1نلاحظ أن  ===−= µλxxftxtxk  

1
1}{ ,              

1
)},({)( 22 +

=
+

==
s
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s

stxkLsF  
  )٣٤(عوض في المعادلة 
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