Exercices et problemes
corrigés
(Mécanique Quantique)
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# 1 - Paquet d'onde.

I - On comsidére une particule libre de masse m, d'énergie E dont I'état
peut étre décrit par la fonction wy(x, 1).

1) Soit la fonction d'onde w(x, t) = A @ ix - or)

a) Donner la relation qui existe entre @ el k pour que w(x, t) soit
selution de l'égquation de Schrodinger. En déduire la valeur de l'énergie E
en fonction de @ .

b) Calculer la densité de probabilité
systéme peui—il étre décrit par w(x, 1) ainsi @éfinie ?

\w(x, )°de la particule. L'état du

2°%) On propose la fonction y(x, 1) définie par

win o= J*“’g{k) e ikx g -lof gk

: r
ot g(k) est une fonction du vecteur d’onde k.
a) Justifier (sans faire de calculs) pourguoi y(x, 1) est solution de
I'équation de Schridinger. y{x, & représente—t—elle un état physique ?
&) A t = 0 I'état du systéme est représenté par y(x. 0).
— Pour quelle valeur de ¢, g(k) serait la transformée de Fourier de la

fonction wix, 0) ?
— Quelle condition doif satisfaire g(k}) pour gque y(x, 0) soit
normalisable ?

Extrait, Casa ¥, PC 2, Jjuin 1986.

—~ 1°) a) On considere une particule libre (dont I'énergie potentielle est nulle ou constante).

2
L'équation de Schrodinger s'écrit - it % (x, 1) =— 5% ?F wix, t) (¢))

Soit  (x, t) = A € ¥%— %4 solution de ceite équation différentielle. 1! vient alors :

a’ v

X__; ey __
T ioy et = = 2y
il
L'équation (1) devient donc : a = -
o . B k2
k et @ sont donc liés par larelation: -~ @ = S~
B2 k2

L'énergie E est alors : . E=ho = T
’m
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b) Calculons Ia densité de probabilité - I Vix, i) ]2 = yf* W= I A I2
o ; - .
n voit que la probabilité de présence est uniforme dans tout l'espace. Un telle onde n'exl

pas de carré sommable, en toute i
ety geur, elle ne peut donc représenter un état physique poni

2°) a) Le princi ition indi
) Le principe de superposition indique que toute combinaison linéaire d'ondes planes

. W k2
vérifiant @ = 5— insi i ‘équati
1ant o 2, Seraainsi solution de I'équation (1). Une telle superposition s'éerit ;
Wy = ¢ J'*“ g(k) e 0= -wn) g

Done . p .
¥ (x, ¢) représente un état physique ; elle peut parfaitement &tre de carré sommable,

b) & linstant ¢ = 0, I'é1at du systéme est représenté pary(x, 0)=c f“’ g(k) e i i

O i i ke
n voit que ggk) st tout simplement la transformée de Fourier de w (x, 0) 4 condition (quo ¢
soit égale & —== I vient alors : W SN . '
P OrSs : g(k) = m_ J. W(xr 0) e —ikx dx

@ 2 = Paquet d'onde - Relation d'incertitude.

I— Donner, en justifia
i nt, la :
microparticule. » la forme générale de la fouction d'onde de coife

2— Supposons que la foncti
: n ! i i
Vinstant ¢ = O par + Sfonction d'onde de cette microparticule est donnée |

W(I, 0) = N J'+"=e ~ipl /Po el'px 'R dﬂ

N N2k

i p,est une constanie positive et N [

pord s el r une constante destinée & normer Ilu

a}) Quelle est la fransformée de Fourier ¢(p) de wix, 0)?

Donner U!interprétation Physiqgue de w(x, 0) et qé)(p:) .

b o ; -

‘: :‘_:alculer Yi{x, 0) et donner Iallure de | w(x, 0) Pet | p(p |?

') Suppose » ;

v v:::ursns q:;e_ | wix, 0) |? e | @(p) | ne prennent respectivement
appréciables gque dans des intervalles Ax er Ap. Que peut-on

dire du plDd!llt AXAP ; onner la sign tcation hy e de
? D S o8 o .
\ b4 Jf ail P Siqu AI, Ap of

—ca

o ilite
) Quelle est la probabilité 5 (p,, 0) pour gu'une mesure de I'impulsion

effect i = r re —p; + p g

:-f c.uée a Im-smnt ¢ 0, donne un résnl!at comp., is entre -pr €t ?

Etudier Sommatrement la _]rﬂncu.ﬂﬂ y (‘D’ 0) #
» .
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o

e) Donner la fonction d'onde y(x, t) de cette microparticule a l'instant t:

Que devient la probabilité ci—dessus F* (p;, 1) si la mesure est effectuée 4

U'instant ¢t ? Interprétation. -
Extrait , CASA I, MP_ 2, Mai 1986.

1°) D'aprés I'hypothése de DE BROGLIE : & chaque microparticule, d'énergie E et
d'impulsion ? on associé une onde plane : Y (x,¢) = A e - @ on E = hw etp = Ak

i i i i 1si ibles et donc d'aprés le principe de
icroparticule, il peut exister plusieurs états possibles.
;?:;i?ogzﬁonpl'état le plugcgénéral est une combinaison linéaire de tous les états probables

Soit : wix,t) = qu otk) e = g

; 2
Chaque onde plane est affectée d'un poids g(k'), Physiquement | (k) t dk représente la
probabilité de trouver le nombre d'onde k compris entre k et k + dk.

2°) La fonction d'onde de cette microparticule est supposée a l'instant ¢ = 0 exprimée par :

w(x 0) = »—E—; j:’ e -plip, e irx! B dp (1)
a) La fonction d'onde & I'instant ¢ = ( est de la forme :

Vix0) = 3% L"" e /7 gp) dp @
ol (p) représente la transformée de Fourier de y(x, 0). En identifiant (1) avec {(2), nous
avons : @op)=Ne -"P'pr,
¢ | yix,0 s : représente 1a probabilité de trouver 1a microparticule au point x 2 l'instant
=0

+ | op) I représente la probabilité de trouver la microparticule avec une impulsion p a
linstant £ = 0.

b) Calculens la fonction donded: =0:

Ik te L, _ipld ipx | B
',if(x,O)=‘[-2‘;ji J;e Air, ¢ w*/'% gp

e [Joewﬂa e "le?dp+J-*“e—pro e ipxi M dp}

N 2 mh 0

1l

O o pilip, + ix H;')jl dp+J.“° e - P(lip,= ix/F)dp
Q

o L

N g P(lipy + ix m)}“ [ e -plilpg + ix ! m:| }
='*’2;:'h Iip, +ix | h e Ilp, -ix /i h o
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N 1 1
 Vzm (“P.,+ix lﬁ+ 1ip,—ix I A )

i N 2ip.
Soit w
i ¥ (x, 0) o, 1 ?lz—\ﬁ’pg
i N2 2/p,
On en déduit : Ty (x, O)R = i 2
n en dédui yix, 0) - (x;z/ﬁz 1102 )2

2 . .
Nous remarquons que lorsque x — 3 + oo, | wx, 0) F—oe que cette fonction présentc
un maximum en x = 0.

Les fonctions | wix, 0) F et | @p) P sont représentées par les courbes ci-dessous

o) o) 12

= X
Q o)

—— P

¢) ® Ax Ap : ce produit est bomé inférienrement et la valeur de cette borne dépend de la
définition précise de Ax et de Ap.

@ y (x) est une courbe de Gauss, de largeur Ax : c'est intervalle dans lequel on peut
trouver la microparticule Iors d'une mesure de sa position & ¢ = 0 et centrée au pointx = 0.
4 Lors d'une mesure de l'impulsion de la microparticule, on ne peut trouver des valeurs que
dans l'intervalle Ap (centrée sur p = ().

4 Le produit Ax Ap est constant. Lors d'une mesure de la coordonnée x de la particule avec
une incertitude sur le résultat de mesure Ax, on lui communique alors une impulsion p de

I'ordre de i/ Ap mais dont il est impossible de connaitre 2 la fois, avec précision, la position
et l'impulsion d'une microparticule. Ainsi lorsqu'on essaye de localiser la microparticule
dans lintervalle Ax, on augmente l'incertitude sur son impulsion. Cette impossibilité est
fondamentale et constitue le principe d'incertitude de Heinsenberg.

d) La probabilité .%%(p,, 0) est définie par :

+2;
Fpy, 0)=L,JI L ptp) P dp

=N2J-:1 e-2w p, gp
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=N?2 IO e2r!P, dp + J"”,e—zwpa c;p:l
[ -Pp a
—. /
fiait I?””fm-ﬂi =N2p,(1—e2P1'Ps) |
o1t ©

La — 2 2p fpo est toujours pOS][WB.
CTived = JW [ 1 1 u
d i

La fonction .F%(p;, 0) est représentée par la courbe ci—dessous :

‘9"(?1.0)

o] B

i y microparticule est définie par :
) A l'instant ¢, la fonction d'onde de celte P

0 N tce-lpip, g ilpx/ A=l dp
X, 0=
o N2 Jae

@p)= Ne-Pip, g-ior

avec lz

Soit al | o)} =N2e2P/ro=lap)l-o
o1t alors ;

Donc I?(ﬁ;.f) =‘9_J(P1,ULI

1ré i est trivial
Nous remarquons que la probabilits .#”st indépendante du temps : résultat qui es
S : - ’
p;ilslquc la microparticile se trouve dans le potentiel nul (elle est libre)

i o ¢
3 - Opérateur densité - Description par v'ecteurid(j;qéie;ces-
p:u- opérateur densiié - Propriétés - Populations et ¢

e {lu,>}
On considére dans [l'espace des élals 5', une base orthonormée {|
Un vecteur d'état |w(ty> peut s'écrire sous la forme :

Iw(t) > = E Cﬁ(t) = Iun >

. pe F g i our
o) Déterminer la relation que doiven! vérifier les cnefﬁme“f-‘l’s C;::‘:)P
(4 P §. .
- )e Ifﬁ’(t) > soit normé a4 l'unité (ce que l'on supposera par ia
qu ;
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2°) On définit Vopérateur p(1) = | W) >< y(p) |

Py (1) représente ses éléments de matrice dans Ig représentation {|u,>}
a) Montrer que p(i) est hermitique

b) Montrer gque p(t est idempotant, soit P = p(er)

39 Calculer la trace de p(D), soit Tr p(1), dans la représentation {|u,>%}
(On rappelle que la (race est la somme des éléments de Ia diagonale
principale).

4°) Démontrer que la trace d'un produit de matrice est invarignte par
permutation circulaire, soit : Tr ABC = Tr BCA = Tr C.A.B

Pour cela, commencer par un produit de matrice ; et irdroduire la relation
de fermeture Zlu,><u,l =1 entre les 2 matrices :
n

59 Le systéme étant dans I'état lw (>, Déterminer l'expression de g
valeur moyenne d'une observable A en fonction de plt) et A,

Pour cela, partir de Tr PA = Tr p?A et utiliser le résuliat du § 4.
6°) En utilisant équation de Schridinger (I'équatianM

déterminer I'dquation d'évolution de p(t), soit —:Tp(t). (Pour cela,
dériver p(t) comme un produit). )

79) Les valeurs propres de A étant notées a, calculer en fonction de p(t)
et P, = lun><u,| la probabilité de frouver comme résultat de mesure a‘e\ A,
'une des waleurs propres a,. Pour cela, utiliser Ig propriété

Pog=<y@ [P,y > =< P, >

&%) Dans le cas ont les ln> sont les états Stationnaires de H.
a) montrer que l'on ¢ -

_d ‘ d
hogiProm(® = (Ey ~En).po (0 e % e Pl = B
b) Calcuier alors Pr,m(t)
Extrait, Marrakech, PC 2 - MP 2, 1985

1°) Soit |y (1) > un vecteur d'état : lvw>=3c, ) | #n > oit les {| ux >} forment

une base orthonormée de I'espace des &tats.
]l,u(t) > est normé :

<wir |y > =3 | 2 = 1

A1) = |y s<y |

L'opérateur p(t) est représenté, dans la base [! u, >}, par la matrice densité, dont les

2°) On définit I'opérateur densité -
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éléments sont : pij(t) = <u; | o (d] ! B2=<i I W) ><yt) I =

i W
Soit pii(t) = Ci(1) C; (1)
a) pH{t) = p(1) : l'opérateur densité est donc hermitique.

b) () = pt) ) = | wi) >< wo) [y >< wi) | = pto)

3°) La relation ZC’ () Ct)=1, mdiquc que la somme des éléments diagonaux (1) de la
n n”

matrice densité est égale a 1.

- 2
Bn effet 1= D) Crlt) = X, panlt) = Tr p(1) @

© T ABO = e unl ABC) > = Dy sy | A i 2< ] BC 1>

nL.m

=2<u,,|A|um><u,.|B|uP>< w| C|u.>

nmp

=Z<HFICZ | up>< un|A2|“m><”"‘lB L3y =

r

t g t

3, oAt L

P
Alju,>
=E*:“mlepll"P><uF’ICZ‘|u"><u“I | 20
-~
m e

T 1 t—l

=Z<um|BCA | 4w > = Tr (BCA)

m

[rr ABC = Tr CAB = Tr BCA |

Donc :

5°) Si A est une observable , on a:
TrpA=Trp?A = TrAp? = TrpAp
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Trod =Tr| yin>< w) | A| wo)>< yin) |

=<A> Tr | Wy ><yw)| =<4 >,7r pr)

Soit d'aprés (2) : |Trpa=<a 2 )

6°) L'évolution dans le temps de T'opérateur p(1) se déduit de I'équation de Schrédinger :
d
oy lww>=Hy |y @)

Le conjugué de cette équation s'écrit : — i %< yAt) I =< yt)| H(1) (H érant hermitique) . (5)

Calculonsg-}-p(r): ' gt—p(r) = (g-l w)>) <y | + | iy > %sﬂ[){t}l
Compte tenu de (4) et (5), on obtient : dit P = # Ht) p(t) - zif p(t) H(r)
Soit : Lo = Ly, py ©

g dz 13 i
7°) Calculons la probabilité F(a,) pour qu'une mesure de 'observable A donne le résultat
ap. Soit : Flay) = <) F | yn> = <p>
en utilisant (3) : <P,> = 1Tr p(t) P,
soit alors : | Fan) = Trpm r,) = 1r (Pnp(t) | )

8°) a) Si les | u, > sont les états stationnaires de I'hamiltonien H,ona:

H|u,> = E, | u,>
A partir de (6), on obtient: 1% L p) = [, pyo)
Les él€ments de matrice des deux membres de I'égalité nous exige : ‘
d'une part , %u,.l i % p) > =it < u,| p(r) > = it % Poml(t)
D'autre part, <u [ tH,p0)) |ty > =<, | H ptt) | > - <u, | pfe) H | u, >

=En<tty| p(t) | 4> - Epy <ut, | po) | u,, >

= (En “‘Em) mef)

Il vient alors d'apres (6) : ik % Pam(t) = (Ep— E,.) prm(it) &)
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Les termes diagonaux (n=m): #fi —g? Pumf(t) =0 ¢)]
Pamlt) = cONstante

b) On en déduit :
pwu(f) = an(f) e—i(Eu—Em)HTi
Remarque : On dit donc que les populations pnm sont constantes, et les cohérences

E.-E,
p oscillent aux fréquences de Bohr (w = —;——) du syste2me.

Compléments :
9°) Supposons que H(#) puisse s'écrire sous la forme H(t) = Hy + Hi(t).

On pose: ﬁ(t)ﬂe"ﬂo”ﬁp(t)e'm””"

0 =e iHat! RH (1) € -iHot | B
Donner IU'équation d'évolution deﬁ (0

10°) Supposons malntenant qu'il s'agit d'un systéme conservatif ayant
pour hamiltonien H = Hy (H () = 0) et soit A une observable aifachée au
systéme. A ['instant £ = 0, la mesure de ['observable A donne la valeur
propre a que l'on suppose non dégénérée.

Montrer que ['état du systéme & llinstanti est un état propre de
[*observable Ay avec la valeur propre @ : Ap =€ ~Hilhy giH!t/A

Extrait, CASA I, MP II, Juin 1986.

€

9°) L'évolution dans le temps de Yopérateur _3{1) s'écrit @
% = %Hoﬁ(t)-re"'”o‘”?% i) e iHa T~ lﬁ ¢ iHotlE p(t) Hy € - Ho T

- %Haﬂf) se EHJIJE(TIE[H i )e—m,cfﬁ J%em,,un p(i) Ho € ~Hot ! ¥

=% H?Sm‘ %_ {eiH“[IHfHoP—PHa+ Hip-pH,)e-i#t/F }
= Lh_ eiHat-f'ﬁ’,(‘)Haefiﬁoliﬁ

- %eiHa:fﬁ(pr_pH‘i)e—iH,,ltﬁ
= ;_% (eiHotfﬁHng—H{,H?i_et'HaH‘h‘ o &b e—iH’,,r./'ﬁ)
Introduisons entre H; et p d'une part et entre p et H; d'autre part T'unité :

I =e-iHot! T giHot! B

HH

EREERE
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1l vient alors :

dp() i
ar = 7 B, A

10°) Supposons qu'il s'agit d'un syst®me conservatif oit 5 = .
e ]

Soi ¥ i
oit A une Ohsclvable attachée ace S Stéme. La mesure de Aat 0 dﬂ‘nne ].a valeur + a

(non dégénérée), donc : Ale>=a|¢>

L'état du syteme immédiatement aprés la mesure est : > = Z C,lo) I
s = " Uy >
n

Alinstant ¢ > 0, l'état du sysiéme est: | yr(i) > EZC..(G) e-iBtIE |y s
a
n

Si =e-HUE i
idy =e~HI/RA etHUR alorsona Ay | wit)>=a | w)>!

A IV’(’)>=e ~HilRg giHilE l wit) >
=e—|HHEA ZC,‘(O) e—i&.l/ﬁ el R Iu >
i n 5 ‘
=e—HUR A Coo) e~iEatiT giHIIE |,
= T
=e~HUFA S Clo) |u.>
n
—g—HIUT 4 l p>=egiHUE 4 I ¢>

=a e-—l'Hlfﬁ!¢>=a ECF(G) e‘.H’fﬁlun>

- iE
=aXCia)e " Mu> =alyw>

Soit :
Ag lvm> =a|y@>

4 - Opérateur d'évolution.

I) Soit A une obse
rvable agissant dans !'es,
ac
dimensions. Et soit (|@g>) la base s Bas 310 g

(A P> = ak | @u>, k = 1, 2, srthonprmis propré ds A

«es M), On définit I'opérateur linéaire
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Uk, ) par Ulk, D) = 19 >< @1l +
“1° Calcrler l'adjoint Uk, 1) de Uk, D).
2° Evaluer le commutateur [A, Uk, I})] et en déduire [A, U(k, D].

39 On appelle irace de ['opérateur linéaire B et I'on note Tr {B} lasomme
des éléments diagonaux de la matrice le représentant ; soit
n R

Tr {B} = ;2,1 By = Ex <@, |Bl@i> dans la base {lor>1}.
== k=

Calculer Ta trace Tr {U(k, 1} de Uk, D.
4°) Démontrer la relation : B = Y, Bua Uk, 1). Pour celd on écrira
B=IBI. "
5°) Montrer que : By=Tr {BU* (k, D). ,
Extrait , FES, MP 2 - PC 2, Janvier 1988.

I1 ) Dans la description de Schrédinger les étals d'un systéme quantique
évoluent avec le temps conformément & la loi :

lw( > = U@ t) ly(t) > avec Uty 1) =1
Ut, t;) est un opérateur d'évolution,
1° Montrer que I'opérateur U(t, t,) satisfait @ I'équation :

ih ‘ld%- = HU (1) (H étant U"Hamiltonien du systéme).

En déduire que Ut = Ulen utilisant (1) si H est hermitique. ¢

2° Donner I'expression de I'opératenr U(t, 1,) si H ne dépend pas du
temps. )

3° Donner Uexpression de I'opératenr U(t + di, ).

Extrait, CASA I, PC 2, Mai I988.

1) 1°) L'opérateur linéaire U(k, 1) est défini par: U(k, 1) = fo>< ol
Calculons son adjoint :
<yl U | >=<v |UGD | y>"= <W ta>'<alw>’
—<alp<pla>=<wl @ ><ol >
=<yluth |y >
Soit donc : [T, ) = U k) |

-
-
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2°) Appli
) Appliquons le commutateur [A, Uk, {) ] sur un état quelconque | yr> ;

(A, Utk 31| w>= (AU -k, Da) | w>

=4 la><aly>-la><ala|y>
=ala><aly>-| a><ala’] y>

=(a-a) | o> < | >
car A est une observable, donc h

ermitique et ses valeurs propres sont réelles. Soir alors :
B (A, Uk, )] = (ay ~a; ) Utk, 1)
n en déduit [A, Uk, k)1=0

30) Calculoﬂs la ‘IaCC-’ d@ U(k l -
.):]J’{U{k.[)]‘— < Uk, 1

= Z{ﬂnl%><(ﬁlq}m> = Z .

i m=1
oIt
k T = (
r Uk, 1) = &, (5 éiant le symbole de Kronecker )

m=]

4°) Démontrons :
: B = B
z_‘i a Uk, 1)

Ecrivons B : B =181
B kzt loe> <o | B |pr><pl
i g“ w" > Bu <@l (Bry est 'élément de matrice de B)
SOit

B = kE’ By Uk, 1)

n

5°) Calculons :  Tr (BU*(k, 1)) = 2 <@ BUHk, 1) | o>

=1
n

=Z<¢JB lor> <qy lgp, >

s=I
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Tr (BU(K, U} =§;. By By

Soit: ﬁr BUY(k, 1} =£|

i i I'état |y (1) >
II 1°) ® On définit Topérateur d'évolution U (t.t,) qui permet de déterminer lw

3 partir de |y (1,) > par: | wi)> < U ) W) o)
Nous allons chercher & montrer que : ik %ﬁ’—r =HU
. :
L'équation de Schrodinger s'écrit : it -%‘w-)- =H |y>
ou encore m-g; [y = iﬁ-:—‘U(r. t) lwit> = HUM @) |w(t)>

T t écrire sous la forme :
e Lin S0, 10)) it = U 10)] ptio) > ¥ [t >
dr

5 )
4 (
—U(t, tg) = HU(L, tp)
Soit : i =57 (1, to)
auv 3
— =HU
@ Montrons que U+ = U-L: ik a7
1 . -ﬁ d,_U: = tf+ H & (4)
le conjugué de cette Equation s écrit: —1i <

g2 a“‘:he € (% memores del allté 3 € ) par Ua .
l\dult.lphon g les deux bi ég ( ) par U t ceux de (4 droite

mUr ‘:B_U = UHU

T é.%".y = U*HU

jerni i bienons
En faisant la différence de ces deux demitres équations, nous oot

d U -
w(or L+ Zu)-0

di

4 oy =0
Tl vient alors : & u+uy)

Uy = Cle = U*'(to, fo) U(fa, fa) -
soit . . o
Comme le ket Il;f(tgb est quelconque, il ressort de {1y que : Uty o)
do Ut tp) Ultty) = 1

nc ;
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soit

LUt t) = U111, 1,) |
L'opérateur U est donc unitaire.

: : . auv (i, 1) H
b ' . ————
2°) L'équation (2) peut s'écrire : Tt 1) i dt

soit en intégrant (H étant indépendant du temps) :

Utt, ) = e-iHtFE
3°) Expression de U (¢ + ds, 1)

Calculons l'opérateur d'évolution entre deux instants infiniment voisins,
I'équation de Schrésdinger sous Ia forme

dly> = lye+dy> - Jyms
2 _.%H lwy> de

11 vient alors : lw(t+dg> = (1 - ;_i H d:) lwiy)>

on obtient donc :

Ut +dr, 1) = 1 — %Hdz

S - Etalement d'un paquet d'ondes libres.

Soient X et P Ies opérateurs de position et d'impulsion d'une micro-
particule libre.

19 Montrer en appliquant le théoréme d'Ehrenfest (microparticule Iibre)
que < X > est une fonction lindgire du temps, la valeur moyenne < pP >
restant constante. Que peut-on dire de < P 2> ?

2°) Eerire les équations d

"évolution des valeurs moyennes < X 2> ¢f
< XP + PX >, Intégrer ces équations.

3% En déduire gu'avec un choix convenable de I'o

rigine des temps, ["écart
quadratique moyen AX est donné par o

(4x)% = Lap)? ¢ + ax)?

ot (AX), et (AP), sont les écarts quadratiques moyens a [I'instant initial,
Comment varie en fonrction du temps la largeur du paquet d'onde AX.
Donner [!'interpréiation physique.

Rappel : On définit I'écart quadratigue moyen AA d'un opérateur A, par :

AA = V(A ~<cA>)? =V< A>T - <432

4°) Suppesons maintenant
poftentiel V(x) =

que la microparticule subit ['action d'un
= ax ok a est une constante. Comment évolue les valeurs

375




376 MECANIGUE QUANTIQUE

moyennes de la position X et de U'impulsion P de celte microparticule ?

Cemparer avec le mouvement classique. .
Peut-on généraliser ce résultat @ un potentiel quelcongque ? Pourquoi ?

Extrait CASA I, MP 2, Mai 1986,

1°) Pour une observable A qui ne dépend pas explicitement du temps, le théoréme
d< A > _ IE{ (A, H] >

. dEhrenfest montre que : P
PZ
L'hamiltonien du systéme est : H = o V(X) )
t— ici ¥(X) = 0 (panicule libre)
; 5 d< X > I
Appliguons le théoréme d'Ehrenfest aux observables X et P T <[X,H]>

) ;
o HI=[x. I v | = 55 X PN VD) -k

L.

d< X > < P >
; - 1
soit s - (1)
3 . d<P>_ 1
¢ SiA=Pona: ar am<[P,HJ>
. 2 Tlid] LA
of P H = T + [P, V(X)] if 3%
L
d< P > i
; dePs B >
soit a < K > 2)
: P
dans notre cas V = 0, il vient alors : 1 <dt Z =0 ?3)
d< P > oV g d< P >
Remarque : -—%‘—-‘" =B soit < F> = —
Cette relation représente 12 loi fondamentale de 1a dynamique.
L'équation (3) montre que I <«<P>=<P>= Cril @
: . d< X > =<P> _
la relation (1) devient: - P = . = Cre

* Voir démonstration au complément de ce probléme

13

-

TEERR

PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE 377
Soit en intégrant ; - Bl By
gran <X >= o S X >4 )
4 Si maintenant A = P2, Ie théo: e SEEAS : ;
e réme d'Ehrenfest s'écrit ; — =y <{P2H]>
; S
. _ e
vec H = 5,3 ona: P2L,H]1=0
On en déduit : . g<Pi> _,
dt
soit ' <P?>=<P?s

L'observable P Z n'évolue pas au cours du temps.

2°) @ Par un raisonnement analogue, nous avons : C_‘% = ~]—<[X 2 Hl>
. iR ’
or . [XZ,H]=[X2 .P_z = I_ {X[X PZ? : 2
il e L P2 + [X,PYX }
I B —
] m I [X: ﬂ‘PX]
Il vient alors : d_<__{f_?:_>_ 3
7 - < XP + PX >
’ i = . Li_ v
814 XP + PX: d:<XP+PX>=iiH-<[XP+PX,H]>
or [XP+ PX,H] = [XP,H] + [PX, H] ‘
= X[P, H] + [X, H1P + P[X H] + [P, H1X
2
avec H = Is
2m

11 n'apparait dans la solution plus que les deux commutateurs :

P
. X H)=+ifi= et [P, H] =C
On en déduit : ‘ §-<XP+PX> e Pl
r m
comme < p2 > n'évolue pas au cours du temps, on a alors :
d ‘ 2
e XP + PX > = g P2>,

Nous obtenons donc un systéme de deux équations :

d
p—i 2
dt<X>

dt

1
=;n-<XP+PX>

d
—< XP + PX > =%< P23,

©)
™
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Intégrons I'équation (7): | < XP + PX > = ;21--: P2zt + < XP +PX > 8)

Introduisons cette &galité dans 'équation ©):

4 _ya 2 _.p2 L
dt<X B =0T <P >ot+m<XP+PX>D
Soit en intégrant :
<X2>=;J2—<P2>o:2+3:;;<XP‘+PX>01+<X2>O )

3°) On définit I'écart quadratique moyen AA d'un opérateur A, par :

M=V< A2 > — < A>?
Donc pour A = X,ona: (AXP=<X2>-<X>?

En tenant compte des relations (5) et (9), nous aurons :
< P >y

2
(AXP:;I?-<P2>0 r2+-r];<XP+PX>g:+<X2>O—( ¢+<X>D)

e (< P2>,,—<P>f; 2+ <X3>0_<X>f; +i—<XP+PX>Dr—%<X>O<P>Or

Sideplusonchoisith::ﬂ H <XP +PX >=0 et <X >p=0

(8X)? = Lz (aPJo 17+ (AX)) -

On a donc :

Si ¢ augmente, la largeur du paquet d'onde AX augmente, ce qui correspond a
I'étalement du paquet.

4°) Supposons maintenant que la microparticule subit l'action d'un potentiel
V(X) = — ax. Le systeme d'équations d'évolution des valeurs moyennes de X et P devient (en
tenant compte des équations (Det(2))

—q-<X> _ < P >
de m
-d—<P>=—<ﬂi- > =+ 4d
dt X
Soit en intégrant : <P>=at+<P>p
<X>= =12 & <P >, x>,
dr , _ 4P

En mécanique classique: P = mV,V = at y F = rTin my, les valeurs

moyennes < X > et< P > évoluent donc comme pour une particule
classique dams le pontentiel V(X) =~ aX .

Remarque : Ce résultat ne peut &tre généralisée & un potentiel quelconque car en général :

]

RERERERE
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o . ()

x= <X >

Compléments : 1° Montrer que-d-—< A > = .l—< [A, H] >
observable A ] ol e ’ o
qui ne dépend pas explicitement du temps :
n-1

2°) Démeontrer que [4, B"] = .za B[A, Bl B**-T et calculer [X, I'*|

[P, X~] et plus généralement [P, F(X)] et [X, G(P)]

1°) On définit la valeur moyenne de A dans 'état y par:

<A>= jw'Ary dx

d '
or Hw:z‘ﬁﬁf—r et w H = -ili dy
dr
11 vient alors : 8o nis [y I
dr<A>_"iﬁ J-ij HA y dx + F{JI;I“AH Yo
=L [y
=0 v’ (AH — HA) v dx
D'oil en faisant intervenir [4, H] = (AH — HA) :
d_, 1
@< > = Fﬂ-< [A, H] > Théoréme d'lhivenfont

-l
2°) ¢ Pourn=1, {A, B"] = g i
[ ] Ea B+[A, B] B~~~ est vérifié. Supposons que colle 1o luili

- - »_2
est vraie pour n—1 soit [A,B~] =73 B*[A, B] B2
s=0

Montrons que c'est vraie aussi pour 7z
[A, B" = [A, BB™!] = B[A, B™'] + [A, B] B*!

2
=R B nes-2 e
z.o [A,B] B2+ [A,B] B~!

n2
= 2_:,0 Bst! [A, B] B2 4+ BO[A, B) fn!
n—2 LSM_I

= z Bevd [A. B] Br-s-2
=1
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=l , .
Posons s’ = s+1 : [A, B"] = Z‘:‘o B [A, B] B~

-l
) i Rl = 5 B Bn—.rwl
Soit pour s=s, on trouve sans peine que : [A, B"] = Ea B<[A, B]

®SiA=X etB="P

-l
i x, P} = séu -‘P-r [X,P] pas-l

Soit avec [X, Pl = ik

-l !

—_— e pal = fin P! (10)
[X,P]—E,afﬁPPH fﬁgﬂ

’ =l
b) [P,X" = % X (=ih) Xrs-1 = —jfi n X»! (11)
=0
Déterminons l'action de [P, F(X)] sur une fonction ¥ (x,y,2) arbitraire :
: F(X)|-iA AT —ih )
[P, F(X)lw=PFX)w - FIX)P y =—rﬁa (F(X) w) - F( )(—1 -3—'5) Ew
2
Par définition, F(X) v = F(X) y d'oit [P,F(X)] = - 5
(11) correspond a F(X) =X" , N
Par un faisonnement analogue, on peut montrer aisément en développant la fonction G(P)
oG
en série de puissance de P : [X.G(P)} = ih &_P-

Nous remarquons que si G = P*, 1a relation (10) est vérifiée.

6 - Point de vue (ou représentation) d'Heisenberg.

On étudie un sysiéme guantique dont le ker d'état f‘zdi’ins?m t e;:‘:iitf'(nté);
i t dépendre exp
randeur physique de ce sy:stéme, pouvan
:ltu H:leemgs dont Il'opérateur associé est A(t) (par exemple, pour un
»
""quanton” ['opérateur X + wl)

1° Rappeler I'expression de la valeur moyenne < A > de la grandeur
physique a Uinstant & - '
2°) Rappeler Vexpression du ket d'état a linstant t en far_tctwn du ket
d'état initial |y(t,)> et de 'opérateur U d'évolution du systéme.

ouvez en l'expression en fonction de A et

39 Montrez qu'il existe — et "(I) _ dit opérateur associé d la grandeur

U - un opérateur unigque Ap.,
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physique, en représentation du Heisenberg -, tel que sa valeur moyenne
dans I'étar initial |y(t,)> soit toujours égale 4 < A >. ¢

4°) Le systéme a pour "q - hamiltonien® H(t). Rappeler l'équation de
Schrédinger pour Uévolution de |y(f)> adoptant le point de vue de
Heisenberg, piutét que de calculer < A >, au meoyen de la valeur moyenne
de A(1) dans U'état |w(t)> variable et régi par l'équation de Schridinger,
on va calculer dans U'état fixe |y(ty)> la valeur moyenne de A, ().

Il nous reste donc & trouver [l'équation d'évolution de [Popérateur

5

Ay, () correspondant a l'équation d’évolution de Schridinger pour I'étar
lw(t)>. En utilisant I'expression trouvée au 3°), donner ['expression de

" . JA
Ap(t+dr) au premier ordre ¢n dt, en fonction de Ay, (8), U, t,,),—a-— et
du commutateur [A(L), H(t)].

59 Quelle expression en déduisez vous pour ['epération ih -c%-AH.,o(t) ?

6°) Montrez que [I'opérateur Ay, (8) obéit finalement & Il'équation du
mouvement — dite de Heisenberg —

in f—,A i) = [Ame(t), Hiry(0) ] + it (%%"),, ;
i)

comme Heisenberg,
comme Hamilton

7° On va maintenant appliquer ce charmant formalisme @ un gquanfon dans
un environnement que I['on espére bien représenté par le modéle de

Y

I'escillateur harmonigue @& une dimension, & savoir un hamiltonien.

2
-t g motx?

Enr repremant l'expression trouvée au 5° exprimez alors %Xﬂ,,om et
d i
Epﬂ,ﬁa(t) en fonction de XH.:,,(U: PH,,ﬁ(t), m el @.

8° Quels sont les opérateurs initiaux Xit,1,() €t Py, ,(t) en fonction de X
et P ? Intégrer ensuite le systéeme d'équation couplées trouvé au 7° pour
avoir les solutions Xg_fa(:) et PH"Q(J‘) en fonction de X, P, m, @ et t — .

99 Quelles sont les valeurs moyennes < X >, et < P >, en fonction de
< X >, <P >p, m el t=-—u?

1°) On définit la valeur moyenne de A dans I'état |y (£)> par:

<A>, =<y Ay m
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2%) Le vecteur d'état [y (1)> 2 l'instant ¢ s'exprime en fonction de |y (1)> par la relation :

lw > = Uttt} |wito)> @
o U(t, tg) est l'opérateur d'évolution (cf.exercice 4)
3°) Par hypothése, nous avons : <Apg Pp= <A (?)
Cest 2 dire <y(to) | Ang W () > = <¥ (¥ jAlw@>
Soit en utilisant (2) : <wita) | Any W (> = <w(@) | (1,10 AU L) Ly (1o)>

Cette égalité est vraie quelque soit I'état lw(te)> . Donc :
[y = U (1 1) A) UGt 1) | &)

4°)  L'équation de Schrédinger s'écrit :

m% ‘v(‘)} = H(i) iyfﬂ))

deux instants infiniments voisins en écrivant la

s l'opérateur Ay, entre
@ Calculon P io’ - (t +dd)— An,y, (1)

d -—
définition de la dérivée : 7S Ay (8) = @
L] L by, 0 @t
Donc AH (¢ +dy) = Afy, (8) + Hip
4 g dr T @
=Ap,, (1) + a (U*AU)
{ ion établies
Pour calculer cette expression, on utilise les propriétés des opérateurs d'évolution i
W _pu ‘.‘Fi(-’-U—-U+H ©)
dans 'exercice 4 . Soit : ifi F h
du* dA’ A
Calculons : -f—, wav) = (S) AU + U+( )U + U d[

Soit en tenant compte des relations (5):

da
= L yrany + v+ U
-:;—!{U*AU) Ty UHAU + 37 u dr

A
- %(U* (AH-HA)U) + U* U
i

En utilisant le fait que [A, H] = AH - HA ,ona:

dA I ,
E (U*AU) = U+-53—U = U+ (A, HIU

La relation (4) devient alors :

LdA L (A, HIU dt ©
A,,',a(:+dr}=AH_.a(r)+[U ol i (4. H] ]

w \
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5°) On en déduit :
dApy,,  Apg,(t+di) - Ay, (1) dA 1
@ - ar =V guUtaau
: . dA
II vient alors : ih ar AH (1) = (AU —U+ + Ut[A, HIU Q)]

6°) Dans le deuxi¢me terme du second membre de I'expression (7), insérons entre A et H le
produit UU* qui est égal & I'opérateur identité (cf exercice 4)

dA

i 3 A,“a(.e) = iU

D'apres la définition [3], nous trouvons :

U + (U*AUU*HU UtHUUYAU)

d dA
i Au () = U+ TU+ (AH,,D Hy o HH,,DA,,_,O)

finalement :

it S Ay, 0= [4n40 . Huy] + % (dgf‘ ®

H.ig

7°) Lorsque le systdme est représenté par le modele de Ioscillateur harmonique 2 une

2
dimension, I'hamiltonien est donnée par : H = 5—”‘ + %m w?Xx?

En reprenant I'expression (7) ¢t en I'appliquant 3 A = X et A = P, nous obtenons en
utilisant le fait que les observables X et P ne dépendent pas explicitement du temps :

dXy (1) P2 ]
— e T — 2y2 P 2
h — U[X.'2 +Fmae X]U [X.P]U
Il n'apparait dans 1a solution plus que le calcul du commutateur : [X,P2]=2mP
dXy, (1
On en déduit : in F::“” - 2 i?i(U*PU) = ﬂ Py 1)
: AXpet) g

soit —Gi— = o Pugl) ©)

Par un raisonnement analogue, on obtient aisément :

dPH. (t)
—3F = - M 2 X (1)

Q0

8°) Nous désirons calculer les opérateurs initiaux Xy (1) et Prt) . En effet, d'apres la
définition (3), Xy (1) = U*(to, to) X Ufto, tp) =X

Pyg(t) = U(ty tg) P U(tg, lg) = P

car U1y, tg) = Ulty, tp) = 1 (cf exercice 4)
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@ Le syst2me d'équations couplécs est donné par (9) et (10)
dXp4,(t) _ 1
dt T om
t
d—P%:ﬁ- = —m@ X g ,(1) (10)

En dérivant les équations (9) et (10), on obtient :

Py, i,(t) &)

) L dPeft) = -2 Xy, (1) d'aprés la relation (10)
d T m dr o
La solution d'une telle équation différentielle du second ordre est de la funue ;
Xpu () = €, cos ot — 1p) + Cz sin &)t — lo) (11)
AXp,. (1)

On en déduit Py (1) A partir de (9): Ppgft) = m=—
Py i) =m co(— C,; sin a(t — tp) + Cz cos @(t - fg)) (12)

Fn tenant compte des conditions initiales 2 f = fo,.

XH,F(I,l:CInX H PH‘,.D(f)=m£DCg =P

281 U
Soit : C; =X et 2=

finalement (11) et (12) deviennent :

X cosoft—1tp) + Pm sin wft -t} (13)

X.H' ,ra(z)
P (1)

P cosoft—1g) — ma X sin oi—1p) (14)

9°) Calculons les moyennes de Xap(1) et Prgf 1) lesquelles d'aprés la définition (27) nous

donne : <Xy f) 2= <X>,et< Py (> = <P>,

D'aprgs (13) et (14), nous obtenons :

<P>, |,
<X >, = <X> cos &t —tp) =t sin o)t - tg) (15)
b m @
<P>,0=<P>,cosa)(!—l‘,;)—ma)<X>,aSinm{r—ta) (16)

1 .
7 i — 1) et en ajoutant les
En multiplant (15) par sin ot — t5) et (16) par o cos @t — to) 1]

équations obtenus membre & membre, on obtient :
<P>,=<X>,omtosina)(’t—ta)+ <P >,°casa){r—to) a7n

En repportant (17) dans (15), on a:
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<P >,
<X >, = <X > cos0(t—tg) + < X >, sinfoxt—1tg) + W& cosaxt — ty) sinaxt — t;)

< P>
SOit <X >, costaxt—1y) = (-: X >, + mw:ﬂ sin wft — ro))cosa:(tH ip)
i X >'n
D'on finalement <X »=<X > cos Ot - tp) - sin ot —ty) (18)
En résumé : ;
(_P':’-‘d

<X > =<X >, cos wft— tg) —~———Lsin ox1 - ty)
me

<SP>=mao <X >, sin t—tp) + <P >, cos &fi—tp)

Remarque : Les équations (9) et (10) généralisent le théoréme d'Ehrenfest. Elles sont
semblables 2 celles qui nous donnent I'évolution des grandeurs classiques x et p. Le seul
avantage dans cette représentation de Heisenberg est de conduire & des équations qui
rappellent d'une certainé maniére celles de la mécanique classique.

7 - Inégalité de Heisenberg.

19) Soit |y> le ket d'état d'un systdme quantique, A et B deux opérateurs
hermitiques.

Montrer que la condition nécessaire pour que |¢ > af (A + ilB) |y> ait
une norme carrée non négative V' A € IR est que les valeurs moyennes dans
U'état  |y> satisfassent

<A?>, . <B2>,2 -1-<E.-_B].>;

LA i
A prepos... < -[ﬁ’i—B]->,, esi—il un nombre réel ? pourquoi ?
2% On a (ou on devrait avoir) coutume d'appeler "dispersion quantique” de
la grandeur physique d'opérateur associé A; dans I'état |w>, In guantité
(AA), non négative telle que :
2
(A4)y Y <4 -<as, 5],

Meontrer gue : (AA), (AB),,_;—'< u’;—B--]va,,l (inégm‘ité de Heisenberg,

théeréme qui n'a plus riem & veir avec un principe) (pour cela il pourra
étre utile de considérer les opérateurs "av ar A - < 4 >, 1,

3‘,,‘1-—{ .......... ). Qu'en est-il pour le produit (AX), (AP), dans le cas

d'un quanton & une dimension dans U'état |w>?

3°%) On va maintenant se placer du peoint de vue de Heisenberg problime
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précédent. Montrer que (AA)) = (Ag, (1) )5

: [Aw,(t)s Bp,li)]
4% Montrer que (AA), (AB), 2 ;— g et F — 2ele >, |

5° Appliguer cefte inégalité au produit (AX), (AP), dans Ie cas de
P'oscillateur harmonique, & I'aide des solutions lrouvées au probléme
précédent 8°. Quelle est la borne inférieure de (AX),,(AP), lorsque

t=1t + /20 ?

1°) Considérons le ket : [@ > = (A + iAB) |y >
oit A est un réel quelconque ; quel que soit 4, le carré de la norme <¢ lg > est positif, ce qui

s'éerit : <@|lo> = <w| (A—iAB) (A + iAB) |y >
= <y|A?|y> +id<w|[A Bl ly> + <y | B2 |y>
=2 <Bz>w—l<£;.§l>,,,+<A1>q, 20

Le discriminant de ce trindme du second degré en A est donc négatif ou nul . Soit :

A =<—[A—i~§l>2.,,—4<A2>,‘,, <B2>, =0
1

2 A, B] 2

2 - > - 1\
>y 2 < i > iy

Nous avons donc ! <A‘>y < B

¢ Les opérateurs A et B sont supposés hermitiques, donc [A, B] est antihermitique ; il
vient alors quelé-’iﬁl est hermitique. De plus la valeur moyenne d'un opérateur D
hermitique quelconque <y | D Iy > est réelle quel que soit [yr>.

On en déduit que <-E-———1Al’. B >y est un nombre réel.

2°) Considérons les opératewrs : A\w =A - <A>, 1 et ﬁ., =8B - <B>, 1

L'inégalité (1) est vérifiée quels que soient A et B hermitiques, ce qui est le cas pour ffw et
1 [}!l\ ; ﬁ[ 2 3)

ﬁw.D{)rlc d'aprgs (1), nous obtenons : < A2 >y <B? >y 27 < T2

En se reportant 2 la définition de I'écart quadratique moyen et en utilisant (2), nous avons !

(AA),,,:\J<X2>,, et (AB)y, = “4<§2>.,,

N
(aa%, (2Bf, = & < @ﬁ,

L‘inégalité (3) s'écrit alors : :

ERERREBREEREREERNEN]
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remarquons que [4, B = [A, B] (évident) et donc :

1 A, B
_2"I< i >wl “

(AA), (4B), 2

# Pour le cas d'un qanton & une dimension dans I'état ly >

X |_1
i Tel =g

(AX)}y .(AP}y 2 2—] |<

Remarque : Si deux observables sont conjuguées, il existe une limite inférieure précise au
produit AX AP. Cette borne inféricure est atteinte pour I'état fondamental.

3°) On cherche & montrer que (AA )f = (A At ).?;
Par définition (AA)E =< (A - <A> 1P > = <A2>, - <A >t2
D'apres l'exercice 6 on a : <A> = <Xyut) >,

Montrons que <A 2>, = < Aﬁl,a (t) >, ;enecffet:
<ylA?ly> = <y |UA U |w(1)>
= <y (tp) [UTA, UUTAL [y (150>

= <y (ty) | Ay, () | (to)>

2
=< A5, (1) >,
Hip (B >,

1l vient alors : (A4)7 = < Ajpy > — <Ap,, >% = (Ady, )0 ! )

4°) En considérant (5),ona: (4A)) = A Ay, )2

Soit d'aprés (4) : (M),i (4 B)"_; > _] |:< [AH,IO(U) -.BH,:G(!,Z)] 5 :}2
4 i fo

donc : a4y, (aB), » L | Mrslls) - Brlts)] I

. i ( )r; = g < i >Jo (6}
5°) Appliquons cette derni¢re expressiona X et P :

(Xs4,(00) |, Pat ol
(A4, (4P, > 2_1 |( i olti)] %I -

or d'aprés I'exercice 6, ona: Xy, () = X
et P,,‘,afr) = Pcos @t —tp) —maw X sin a(t —1p)
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Soit [x,,,,o(:) ,PH_‘G(IJ] = [X, Pcosaft—1p)) = iicos 6xt—ip)

(8A)(4P), 25 | cos @(t = 10)

L'expression (7} devient alors

T T
Lorsque P = fg+ — cosm(rrt)zcos——=0
q 7 2w 0 2

d'ob (AA), (4P}, 20

La borne inférieure de (44), (AP), est donc nulle.

§ _ Particule confinée dans une boite cubique.

I/ On veut étudier une particule guantique de masse : m, confinée dans
une portion cubique de I'espace. Dans cette portion régne un potentiel nul
et en dehors, le potentiel est infini.

V(x) = 0, pour : O<x<a, O<y<a et 0<z<a. z

V(x) = oo, ailleurs.

X

19 Quelle est la probabilité de trouver la particule dans la région oit le
potentiel est infini ?

29 Les fonctions d'ondes solutions de l'équation aux énergies sont de la

Sorme :w(x, ¥, z) = A (x). Bi(y).Cn(z) avec i n, I, m entiers "non nul".

L'hamiltonien est elors : H = H, + H,+ H, et I'énergie est :
Epm=E; +E +En.

Donner les fonctions propres et les valeurs propres de I"'Hamiltonien H.
3° Normaliser la fonction d'onde w(ix, ¥ z).

4°) Etudier la multiplicité (la dégénérescence) des 3 premiers niveaux
d'énergie.

EERERERER

——
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N.B : On donnera un tableau de la forme :

n I m F] Z
L F m? L op multiplicité

5°) Calcuiler le commutateur [x, p?l
[»
FPeut—on alors mesurer la position et !'énergie simultanément ?

Extrait, El Jadida , PC2, Janvier 1987.

1°) La particule est confinée dans I'enceinte, 1a

de Ia boite cubique est donc nulle. probabilité de trouver la particule en dehors

o oo 3 £ &
2°) I s'agit de résoudre I'équation aux valeurs propres :

HWX- ¥ z) = En,l,m wxn » z} 1)
avec H = - —ﬁaz- 8—2 ‘32 ?
Zm g2 T 5;; e ? (Vix y,2) =0)

On cherche les solutions particuligres de la forme : wix, y, z) = A(x) B(y) C(z)

L'équation de Schridinger (1) devient - %”J L 2w, 2y 2mEa,

¥ ” Wl

2 d’B 2
B Cl2) gz + A Cz) gz + Alx) B(y) % = — A()B(y)C(z)

Divisons les deux membres par A.B.C, on obtient :

I aA 1 .d?B ] d?

' =~ (G5 - £ e)

fonction de fonction de y et z

x seul
Chacun des membres est donc constant et $ 2, af
7 vaut ; T e & 2

On a également : LU Lale

s--(EE+v-8) -2 o
b L &c _

ol @
avec 2o }’f, + lcf = k2
Les solutions de (2}, (3), (4) : Afx) = A; sin (kx + @)

B(y) = Az sin(ky + @)

C(z) = A;zsin(kz + @3)

¢
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etdonc ¥(x, y, z) s'écrit: w(x, y, z) = A sin(kx + @) sin (k,y + @) sin (k, z + ¢3)
Or Ia fonction d'onde est identiquement nulle A l'extérieur de la boite et en particulier pour

x=0 ; y=0; z=0 ; etpow x=a;y=aclz=a
Ces conditions nous exige: @ =@ =¢=0
sink,a=0 — k= nrla
sink,a =0 — ky, = Imia
« kya=20 — k, = mmla

L sin'k; a

La fonction d'onde yAx,y,z) s'écrit donc :

w(x,y, z) = Asin (F—a”i) sin (L’;z)sin (m;rz)

ikl 2 2,2
Les valeurs possibles de I'énergie sont:  E = —5—= avec 2=k, + k, + Kk,

h?

soit : Epim = 53 (n? + 12 + m?) | oun, i, m sont des entiers positifs.

L'énergie de la particule est donc guantifiée et dépend des nombres quantiques n, [ et m.

3°) La condition de normalisation de 1a fonction d'onde s'écrit :
PPt

" ' ¥ N 2 1
J J lyx, yz )V dxdydz = [

8 RIx a . 1 a o, maz _
soit alors : A2 J' sin? (T de.o sin? (—’Ex-)dy L sin ( = )dz =l
0
ad N .5
Chaque intégrale vaut%— . 11 vient alors : A? g = soit A= -3

& i i différentes. Dans
4°) A une méme valeur propre E correspond plusieurs fonctions propres
unza telle situation, on dit que la valeur propre est dégénérée, le degré de dégéncrescence étant
égal au nombre de fonctions propres indépendantes correspondant a cette méme valeur

propre. ‘ ‘
La multiplication des trois premiers niveaux d'énergie est représentée dans le tableau ci—
apres.

2
Onpose: Ejp =‘?‘;5
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n i m n £ m? Eptm multiplicité
1 1 1 1 1 1 E; niveau fondamental
1 fois dégénéré
1 1 2 1 1 4 2E, 2&meniveau d'énergie
1 2 1 1 4 1 2F, 3 fois dégénéré
2 1 1 4 1 1 2E,
1 2 2 1 4 4 3K, 3&me nivean d'én ergie
2 1 2 4 1 4 3E,; 3 fois dégénéré
21l 2| 1 4 4 1 3E;

5°) Commutateur [ X, P2]:

[X,P2] =P [X,P] + [X.PIP = 2ikP

2
L'énergic de la particule étam;—m , Ne commutant pas avec la position X. Donc, on ne peut

pas mesurer simultanément I'énergie et la position de 1a particule.

—

9 . Puits carré de potentiel : Etats liés et non liés.

g

Vix) = 0
Vix) =-Vy pourlxl <a ; V,>0

pour lxl > a

1% Discuter la nature du spectre d'énergie d'une micreparticule dans ce
-potentiel.

29 Calculer les fonctions d'onde . assocides aux &tats stationnaires d'une
microparticule de masse m, d'énergie E > 0, arrivant de la région x = -co,
(dans la régiom x > a, on cherchera la solution dont le comtportement est
celui d'une onde qui a pour amplitude Yy et qui se propage dans la région

des x positifs. Les conditions de continuité en x = a et x = — a suffisent
alors a4 déterminer les amplitudes des différentes solutions en fonction

de 7y).

39 Calculer les ceafficients de transmission et de réflexion. (toujours
dans le cas E > 0).

Extrait, casablance I, MP2, Janvier 1987
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1°) Représentation graphique du puits de pontentiel : t Vix)
E |
o X

@ ©

e e i e i A st e, - N —

/& Si-V,<E<0 ; Les états sontliés et le spectre d'énergie est discret ]
@& SIE>0 ; Les états sont non liés f_:_t_!gsggr_:gg_g'ﬁigg[g;grqg!:ﬁgm)gg;r}y‘g /

* Notre étude se limite au cas oit E>0. Dans ce cas, on distingue trois régions 7, T et IIf.

s i e

Ecrivons I'équation aux états stationnaires d'énergie dans chacune de ces trois régions :
d? 2mE® ‘
‘région 1 : g T’:‘Z o 0
. —_— "Erit - i —ikx oo g2 = 2ME
La solution de I'équation (1) s'écrit : y(x)=A e+ B¢ avec 1 k2 = 2
. a2 2
région 1T : dxfz + ZRELV)y; =0 @

solution : yolx) = Az € igr L B, g —4%  avec: ¢ = % (E + Vy)
région III : Le raisonnement &st analogue & (1) et admet comme solution :

V_gl_'X) = ]’e ”“+B_;e‘”"‘

A, e ¥ représente 1'onde incidente, B, € -ikx T'onde réfléchie par le saut fini de potentiel.
ye i est I'onde transmise qui s'éloigne vers linfini, B; € -ikx st I'onde de retour de
I'infini. Ainsi par hypothése, on aura B3 = 0. En résumé, nous donnons les fonctions d'onde
sous les formes suivantes pour alléger les écritures et par commodité des calculs qui
suivent :

W;(x}=fi;eik{“+“)+B;€"k(‘r+a) x<—a
Wz(x)=Age"Ef“ “)+Bge“ﬁf"“ a) —a<x<a
yy(x) = ye Hx— 2 x>a

Ecrivons les conditions de raccordement de la fonction d'onde et de sa dérivéeenx =—a ¢t
X=4a:

= -Ziqa 2iqa
A+B;=A e +B,¢€ Ay +By=7
x=-4a 2

) x=aj. _
ik(A;—B;) = iq (A; € ~2i9% — B, e %449) ig (A; — By) = iky

La résolution des équations (4) et (5) nous permetient d'écrire :

(5)

B ]
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wer(e) s mear (o8 o

P

ZAI =A2(1 +f)2"2£qa+32 (I,_f)e?fqa ) (‘7)
2B, = A, (I— f)e—Ziq‘d_*. BZ(I +f)32iqa (8)

Remplagons A; et B; par leur valeurs respectives dans (7) et (8) :

24, =2—T [(1 + -f-)(] + Tk) e 2iqa 4 (1 - f—)(} o 7") e 2“1“]
231=§ [(1 - f)(] +-q£ e —2iga 4 (1 + f)(] - f) e Ziqa]

Y& + g) ; (g — k2 .
ou encore A; = = —2iga _ M =2
i 4 L qk e iga qk e tha} {9}
_r k-4 i : 2 g2
= 4 g (éf “2iga _ g 2iqa) = _ %z’ __Icq_q_ sin2qa  (10)
¥
& - ' 5 I I2 I [2
3°) @ Le ceefficient de transmission est défini par : T:‘.’.[ L i
VAR VA E VO
Compte tenu de (9), on obtient : 1 _ (g+k)* + (g — k) — 2(¢> — KPP cos 4qa
T 1672
a (q+ k) +(q— k) =2[(q* - k) + 8k’¢’]
11 vient alors : 1 _ 2(¢> )1 — cos 4qa) + 16k%¢?
) 16/2¢2
ou encore L _ 1+ (g k%) sin*2qa
7 i aEe
@ Le ccefficient de réflexion : it = —[B d i
Ji |A; ]2
Compte teau de (9) et (10) , nous avons | & = 2L ’Ifr s s qf"‘zzq“ T
4

Re'marque.: i) On vérifie aisément que R + T = I : donc la particule est soit réfléchie
SOiL transmise. Contrairement & la mécanique classique ol les prévisions donnent une'
prc')babzlfté n}ﬂle a la particule de revenir en arriére (c'est-3-dire d'étre réfléchie). Nous savons
qu'en mécanique quantique, les calculs montrent que la particule incidente a une probabilité
non nulle d'étre réfléchie.
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ii) Pour E > 0, les résultats peuvent T
se présenter graphiquement. SiE =V, ,
le cefficient de transmission T'<lI,
¢'est-a-dire, .il y a une réflexion
partielle. On obtient T = I que pour !
certaines valeurs de E/V, qui :
correspondent &4 R = 0. Les calculs !
montrent que R = 0 pour ga =nr: Ce ]
phénoméne est ondulatoire et le i
systtme similaire est l'interféro- o
meétre Perot-Fabry. "

+ e E/VO
1 (qa=nm)

Complément : Etudier le cas on -Vo< E < 0 pour le cas du puits étudié
dans I'exercice précédent.

II s'agit maintenant des états liés. Le raisonnement est analogue et la solution des équations
de Schridinger nous imposent : i

xs—a : wi(x) = A € P(x+) 4 Bg -Px+ @) B pz=.2.ﬁ’"55-
—asx<+a: ya(x)=C e @+ D e ~iox avec ¢ = %(E+Vg)

x2a: Vs (x)=EeP-a + Fe-Px-d

Comme (x) doit étre bornée dans les régions { et {11, il faut donc imposer : B =0 et
E=0

1es conditions de raccordement en x = —a etx = +a donnent :

A=Ce-i95 + De 144 Ce 98 4 Dg -3 = F
x=-a x=a

pA = ig(Ce -i95 — De i4a) ig(ce ia - pe ~48) = - pF
Soit alors : C=ein 122;'3-;; . D =e -t -‘-’—%—’EA (1)
F= 20 i __ﬁ._m = 2¢ %iqa ,.I.Q__“‘"_E-A (12)

iqg- p _ ig- p
et F= 2peita —L— _ ¢ 2iga 1L 4 13)

ig+p ig+p
Liégalité (12) et (13) nous exige : € 4 =_(’-j‘;——‘:-£— , (14)

q

Comme p et ¢ dépendent de E, I'équation (14) ne peut &tre satisfaite que pour certaines
valeurs de E : c'est la quantification de 1'énergie. Deux cas sont possibles :
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a) si E““__i = _ g 2iga as)
' p+iq
Soit : p(l +e?aa) = _iq(e2iqga_ j)
L - el:qa € ijra_ e _'fqa= _ . Z2isinga
q e qa g g% 4 ¢ —iqa 2 cos qa
Soit : . %: ig (qa)

Posons : g = 2mﬁ2vo = -\ﬂpz +

On obtient alors : = = ‘Ci = {2
ient alors e e IT+igga=1+ = _(q
o * lcos ga| = X
L'équation (15) est donc équivalente au systéme : @
tg(qa) > 0

L_e résolutipn gra_phique de ce systtme nous donne les énergies quantifiées des états liés, Ces
niveaux d'énergie sont déterminés dans le plan (y, ga) par l'intersection d'une droite

1
= a—;-&-(qa)) de pente 1/gpa avec des arcs d'une fonction sinuscidale {en traits gras) : leos qal
avec la condition tg(ga) > 0.

Y
},@‘ﬂ
y
N
N N\
A N
P N
3 Y
\\ \
\ \
N \-
0 L n 3n 2 qa
2 2

Nous obtenons donc un certain nombre de niveaux d'énergie dont les fonctions d'onde sont
paires : Il est facile de vérifier que y(— x) = y(x) (en repportant (15) dans (11) et (12), on
obtient F = AetC = D)

b) Si u=825¢t
p+1iq




396 MECANIQUE QUANTIQUE

; q
lsin(qa)l = -~
Un raisonnement analogue nous conduit :

tg(ga) <0

Les niveaux d‘énergie sont obtenus par l'intersection de la m&me droite et des arcs (en
pointillés). Les fonctions d'onde sont dans ce cas impaires.

10 - Puits infini (centré en x = 0).

On considére le potentiel V(x) définit par la fonction :
V(x)

o pour x| <=

+ eor  pour Ixl >

|

V(x)

Nlt"l\ai"‘

1°) Représentez la courbe V(x).
2°) @) Ecrire I'énergie totale E de la particule.

i inci 'hamiltonien
b) En appliguant le principe de carrespftndance, _donner I 71,
(indépendant du temps) de la particule. Ecrire I'équation de Schrodinger.

3°) Déterminez la forme générale (exprimée par des exponeniielles) des
fonctions d'onde wy(x) solutions de l'équation aux valeurs prepres. On

V2mE

posera : k= T

4°) a) Ecrire les conditions aux limites (gque 'on justifiera m!;idemem).

b) En déduire une condition sur k.

¢) Déterminer I'énergie totale de la particule, montrer qu'elle est
quantifiée.

59 Déterminer les fonctions d'onde . (x) :

a) Sous forme d'exponentielles, puis sous forme trigonométrique. Man.tr.er
alors. que ces fonctions ,(x) sont de parité (ou symétrique) bien définie.
me_pas confondre parité de n et parité de y.(x)].

‘b)rij-\’af-mer ces fonctions et montrer (en le justifiant) gu'on peut les

prendre réelles.

¢) Reproduire et compléter le tableau suivant. (on précisera dans la 4°™¢

colonne si @,(x) est symétrigue : S, ou anti-symétriqgue : A.S)
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n E, wal(x) sjmétrique
1
2
3
4
d) Représenter les courbes . (x) puis \y,(x)1? pour n = 1,234, {iie

e) Donner, en le justifiant, le degré de dégénérescence de IE,
) Avec : < x|y, >=w,y(x)
Vérifier que : < wilwy;>=48;; if = I1,2,34.

[II est utile de considérer ['intervalle d'intégration ef la paritd doy
Sfonctions a intégrer pour limiter la longueur des calculs].

6°) L'état décrivant la particule & linstant t = 0 esf :
@) > = Crlyr >+ Crlyz >+ Calys >+ Cy | yy >

a) Quelle est la probabilité, lorsqu'on mesure I'énergie de la particule o

o i . 3r%n 2
trouver une valeur inférieure & ———5— !
mL
fe n Cy Cy I
k) Application numérique : C; = C, = 5= = 5 = =
2 2 10

7°) On montre que la probabilité pour un systéme quantique, d'effeciner
une transition entre 2 états décrits par les fonctions d'onde w, ef \/,,
sous l'action d'umn rayonnement électromagnétique (polarisé suivant y'y)
est proportionnelle au carré du moment de transition [, soil :

P(yr = wa) ~pay,, P avec po = <y | X]|y; >
a) Déterminer la matrice représentative de [I'opérateur position x dany li
base {|ly;>}i = 1,2,3,4. [voir remarque § 7]

b) Montrer alors que de telles transitions entre [y, > et |y, > ne vont
permises {(possibles) que si les nombres m, n obéissent a une lol slmple
(régle de sélection) que l'on précisera. (Les autres transitions sont diioy
interdites).

89 Calculer dans I'étar : lwa > (n = 1,2,3,4).

a) <X> et AX = Vex?s - <x>?

b) <P.,> et AP,
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¢c) AX . AP, . Conclusion ?

9°) Peut—on mesurer simultanément la position et 'énergie ? (Justifiez
votre répense par un calcul).

10°) Peut-on mesurer simultanément P, et E ?

Formulaire
e L/2 L2 b1 L
sin?*n L£-mdx=j cos?n -L—x. dx =7 L
JO 0
; b4
sin(m — n)?-r- sin(m + n)z—
T . mn Ex. dy = L= 2 _
sin m T x . sinn x 3 e T
Jo
. i1
sin(m + ")2 sin(m - n) 5
(L2 0 Ty ared _
cosmz-x.casan.x 7 g s
JO

. T
2 sin(p+q)§— sin(p — q) 5—]
LIz . T i3 dx = L= + -
j. xsmp-i—x.cosqu. Tl (7 + 4)° (p - g)

9

n i
12 [ cos(p + q) 7 cos(p — ¢) Z:I
+
P+ q P - 9
L7 1 casrzn:)
8 "\6  nig?

Li2 L3 1 cOSsS nw
I x2 cas’n%x.dx= .(z+ """—')
0

L2 T T
2 simn=—=x . =x.dx =
j.a x4 sin FIL X i2

Extrait, Marrrakech, MP2 — PC2, 1984.

1°) Représentation de V(x)

Y ()

~ - L N

3 -

~d -

~ -

~J L~

~ L~

N -

OR o) F

3 #

by b

~ L~

~ L~

~J

N x

LR o L2

; . W Vix)

2°) a) L'énergie totale de la particule est donnée par: E = TR (x

PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE 399

2
b) A l'inpulsion P est associé I'opéraleur*?.— i done 2 P? est associé l'opérateur — #2 Ll

dax h?

Au potentiel V(x) est associé V(X). 1l vient alors, I'hamiltonien du systzéme indépendant du
_ %2

temps : H= S + V(X).

&l

— R2
L'équation de Schriidinger s'écrit done = [ %— f;; + V(X ):I y =Ey

Py 2
Ou encore : -d—g+;-§l (E-V(X)y=0" (1)

3°) Cette €quation a des solutions quel que soit E > 0. La particule est confinée dans la
rigion II. Le potentiel est nul dans cette région et &gale 2 +oo dans les région I et III : Clest
une barri¢re impénétrable. Nous avons donc w = 0 dans les régions I et IT1.

Dans la région II, Ie potentiel est nul et 'équation (1) devient:  y” + %—bw 0

Ia selution d'une telle équation : Yr=Ae€ ¥+ Be-ix  ayec = éﬁzﬂ-@

4°) a) La continuité de la fonction d'onde en x = — L/2 etx = L/2 exige que I'on ait :
Ae L2 4 Beikli2 _ : Ae2 L pe-ikli2 _ g
b} De ces deux relations on tire :

kL

A=-B (@ soit sinF=0 — k= %JE n pair > 0
ou A=B 3 soit co:%:ﬂ _ ky = '—Ec- n impair > 0
2

<) En définitive, (2) et (3) exigent : k= -'lT”e = 2'; 2E =

; w2, .
Soit E, =iz " n entier > (0
592) ® Casoid =- B @Qona: wx)=A(e #*— e ~T6n%) = 2iAsinkyx
Soit Walx) =21 A sin (%’E avec n pair > (
On voit que cette fonction est impaire (antisymétrique).
€ Casoil A =8 3 wx=A (e ibx 4 e —"*n‘) = 2A cos kx
Soit Waix) = 2A cos Ef—x- avec n impair > 0

Cette fonction est paire (symétrique).
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En 1ésumé, nous avons :  y=0 pour x < ;2-[4 et x z‘;—'—

Wa(x) = J&Q'A\:i'px{‘-%"’;i n pair > 0 )

Yir= nax

Wa(x) = A" cos == n impair > 0 ®

g2 h?

BT n? n entier > 0

Remarque : i ) Si nous effectuons une wranslation de l'origine des coordonnées : x = "'—5

les deux formes de W,(x) se raménent 2 la forme unique : Yy, (x) = Asin%m- n=12...

ii) On retrouve les niveaux d'énergie en écrivant que l'onde de De Broglie est stationnaire :

a h
L=migs = Bgny
2p2 g2 B2 1
2 e BE S =i
L = 2 = SmE (E = zm)
2 2 2

b) La condition de normalisation, soit ic1 Jl%trf!,,(x )‘ dx = 1, donne immédiatement :

L2 L2
|A’|2j sint ME ax = 21A’|2J simt 2 ax = 2|4’ Fl=1
L2 0
On adonc: Jar ‘2 = %
En choisissant A’ réel et positif (si A" e €'), la fonction ne va différer que d'un facteur de
, 2
phase prés, d'oll : A = i
Par un raisonnement analogue, la condition de normalisation appliquée & l'égalité (5) nous
. 2
exige : A" = T

11 vient alors :

W x) = \J% sin%EE n pair > 0
ynlx) = '\’%cos %x_ n impair > 0

¢) A partir des résultats précédents, nous pouvons completer Ie tableau ci dessous. On pose

LA
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aceteffet :
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_ mh?
T 2ma®
n E, Wi(x) symétrie
1 E AfL cos ZE
y TcosT hy
2 . 2xx
2 4E, sin = A.S
3 SE; ‘\, %cos 'SLE hy
4 16E ; /2_ . 4drx
;1 osin == A8

d) Représentons graphiquement les foncti s d' [
ep ctions d'onde w,lx i é
densité de probabilité des quatre premiers états. Wl o0 Wl L RIS, -

LAY

()
E, ;
E; i
E
B2 ) 2 _i5

g) Ad;:haque valeur propre E,, correspond une seule fonction d'onde :
n dit que les valeurs E, sont des valeurs propres simples, leur degré de dégénérescence est

égpale 2 un.

L2

#
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f) Vérifions que < y; 1y > =§; ij=1,223.4
nous avons montré que < ¥y > =1

4 i,jsont paires

Lo 2 (L2 . i o BE g
<|y,-h,ﬁ,g>=j. l;/;l;gdx=rj sin =7= sinJ7p

(condition de normalisation).

L2 -L2
o rLstin —”Tr vinj—xx dx (La fonction 2 imiggier étant pairc)
- L L L

0

En utilisant le formulaire joint, on obtient :

sin (i — j) w2 sin (i — j) w2

<wyly; > = i- j)m2

(1 +j) w2

i#jeti-j=2n (n E,Z);lesdeuxtermessontnulsctparsuitc: <y ly;>=0

¢ i,j sont impaires :

2 (w2 im I
<1;/,-ly.?>=zjm cos =p— cos*p dx

L 0

= + - =
(i +j) w2 (i — j) =2
i étant différent de jtel que @ i — jeti + jsont toujours paires, d'oll :

¢ Siiest paire, j est impaire :

3]

G £--;rt—"gcas
<q4|yfj>=rr sin =y 7

=0 (car la fonction & intégrer est une fonction impaire)

6°) L'état décrivant la particule & l'instant ¢ = Oest:

lp0)> = € lwi > + Clye> + Cilw>+ Cy |y >

3 é valeurs
2) Lorsqu'on mesure I'énergie de la particule & 1 = 0, les tésultats de mesure sont les

propres £, (n = i 23 4). ¢

2

i il 3 . Donc la probabilité de trouver une valeur
Lénecrgic E = L correspond A E; < E < Ez.Donclap

sin(i+j)m2 | sin(i- j) a2

- sy ‘LE dx (la fonction & intégrer étant paire)
= cos I cas 7

<y ly;>=0

T g,

2 |2
inféricure 2 3BT s = lch |pro)= l + l<% ]qp(()b‘

ml?

[‘977__:16112 + |C2U

= S soit
b)A.N: C}—Cz-—m

|~
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7°) La matrice représentative de I'opérateur position X dans la base {ny,- >}i=1234est
donnée par ses éléments de matrices : Xij =<y | x [ >

Sii=j,Xgsont nuls car la fonction 2 intégrer est impaire.

Sii #j avec (i, j) soient toutes les deux paires,
la fonction 2 intégrer est x sin px
ct donc les X; sont nuls.

soient toutes les deux impaires : dans ce cas
sin qx ou x cos px cos gx. Ces fonctions sont impaires

SiZ #J(Fun est paire et 'autre impaire, la matrice est symétrique) :

e R L S w4 fLR2 oy iy
$= T xs‘mzL cos;L dx = i3 x sin i 1 co”—L—dx
L2 o

4 f L2 Fsin(i+ Jm2 | sin(i - ))n/2] - L2 [ cosi +j}mi2 . cos(i ~f)n'f2]}

2 &2 RTEE (i—j)? dn L i+ )2 (i=j)?
I_\Ious obtenons donc :
il i |Gpm | G-z |sinti+ 2 | sinti—j) —2’3 Xy
2. § 1 32 12 =i 1 16L/972
2 3 512 -2 1 -1 —48L/257%
4 b1 Smi2 32 1 - -1 - 3202257
4 | 3 T2 2 1 i 96L/497

Il est facile de remarquer que cette matrice est symétrique : (X=X
La matrice représentative de X s'écrit donc :

16 32
05 0 35

16 —48
w5 U 5 0 35 0
B B P
25 49

=32 96
25 0 O

b) De telles wansitions entre 1y, > et ly,> ne sont permises que si les nombres m et n
obéissent a la régle de sélection: m=n + 1.

8°) a) Les €léments diagonaux de X sont tous nuls, donc la valeur moyenne de X, quel que
soit I'état y;,estnulle: <X>; = < pXly> =0

b) Calculons la valeur moyenne de x2 dans I'état y;. Pour cela on a besoin seulement des
¢léments diagonaux de Ia matrice représentative de ¥2.
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0 a 0 b
L a0 ¢ 0
La matrice X est de la forme : X = Zloco d
b 0 d0
a2 + b2
I2 a + B
et par suite : X = ] I

B o+ d?

(225) ] .
(‘%)2] = 68 L
(] -rsm
(225) ] = 30147

<X?>; =£(az+b2) =% [(%)2
o+ d) = o [(16)

?r?
<F>;—%(Cﬁ+a&)'n‘ ( )

L2

a*

AX =

11 vient alots :

<Xg>3 =

LZ 6™\ 2

<X?> = ('d2 + E?z) = 71,4 E
2
On en déduit : Ve x2> —
oit : AX; =18L/? ; AXp; =4 .
o AX; =27 Lim? ; AX, = 2Lin?

ié 'opé Bd v onge :
b) @ A l'impulsion P, est associé 'opérateur 7 dx’ il vient d

JHod
<Pi>, = J.w T El e dr

ion i i intégrales sont
Les fonctions A intégrer sont de type sin x cos x (fonction impaire), donc les intégr:

nulles. Soit : <P,>,=0
2 2
Pz 5 _ﬁ 7-!-4 2
® < P>, =2m<z>,=2mE, ="
Hmn
On en déduit =+ <P2> AP, = T

¢) Compte tenu des résultats obtenus de AX et AP, , on obtient

%
(AX . APy = 18 - ~057h

i

i
(AX . AP,); 5_2;:1,66?1

EERR}

résultat sous la forme :
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4
(4AX . AP,); = 8,1 po — =258 h
H
(AX . AP,), = 7,84 p =25h

p2
9°) L'¢énergie de la particule élant E,, = 5;- et sa position est X.

P2
Le commutateur[X. B ] #0 :il n'est donc pas possible de mesurer I'énergic ot la

position de la particule simultanément.

P2
10°) Par contre le commutateur [P,, —2-"7] = 0, il est alors possible de mesurer

I'impulsion et I'énergie de la particule simultanément.

11 - Marches de potentiel - Coefficients de réflexion.

Dans un probléme & une dimensior, on considére une particule de masse
- V;, X < Xp
m soumise & lo marche de potentiel : V(x) =

+ Vi, x> x4

o V; et V, sont des énergies potentielles constantes positives, x5 étant
une valeur pasitive de la position de cette particule.

A/ On se donne un état stationnaire de cefte particule d'énergie propre
&>V décrit par la fonction d'onde ¢(x) = <x | ¢>.

19 x et P étant les observables respectivement assocides ¢ la position et
a Il'impulsion d'une telle particule.

a) Ecrire sen Hamiltonien H.

b) Cette particule est-elle conservative ? Pourguoi ?
¢) Déduire de I'équation aux valeurs propres de l'ebservable H !'équation
de Schridinger indépendante du temps.

2° La particule se deplagant dans le sens de croissance de x, écrire et
résoudre cette equauon dans chacune des régions de [!'espace I et II
respectivement définis par x < x5 et x > Xg.

3°) En identifiant chacun des termes de la solution ef en écrivant les
conditions de raccordement au point de discontinuité du potentiel, évaluer
les amplitudes des différentes ondes planes monochromatiques associées @

. cette particule en fonction de l'amplitude de l'onde incidente. Présenter Ie

X < Xy
X > X

o 'PI(x)!
9 &x) —{ Qr(x),
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4° Caleuler les caefficienis de réflexion R et de transmission T ainsi que

leur somme. Conclure.
ant & un état stationnaire de cette particule

B / On s’intéresse mainten
décrit la fonction d'onde ¢(x) =< x|¢ >

d'énergie propre positive E<V;
19 Ecrire et résoudre I'équation de Schridinger indépendante du temps
dans les deux régions de l'espace I el II.

2° Calculer les différentes constantes d'intégration en fonction de
Iamplitude de l'onde incidente, la particule se déplagant toujours dans le

sens positif. Présenter la solution sous la forme :

_ ) oi(x) , X<Xy
¢ a{fPu(I) » x>Xxy

39 Calculer le ceefficient de réflexion R et en déduire celui de

transmission T. Conclure .
Extrait, Fés, MP2 - PC2, Janvier 1988.

I/ Marches de potentiel

V(x)
ol
® | | @ x
0 X
—Vy

A |/ Cas ob € > Vz ; réflexion partielle.

1°) a) La particule m est placée dans un potentiel V(x) constant dans certaines régions

2
T'hamiltonien du systeme st H = 5% + V(X)

b) Les observables X et P sont des constantes du mouvem

Ainsi H est indépendant du temps :

conservatifs.
¢) En représentation {jx >}, I'équation aux valeurs propres de H: He = Eg@sécrit:

2m

_H2
[—l— % + V(x)}tp: Eg

ents (indépendantes du temps).
propriétés générales des systémes

PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE 17

ou encore Pofx)  2m
ot 5z (E-Vix)eix)=0 (1)

équation aux états stationnairos o'dnei gl

29} Beri o . . ; .
) Ecrivons I'équation aux €tats stationnaires d'énergie dans chacune des régions [ ¢t 1
14 = <
@ Pour x < x4, 'équation (1) devient : d—-?i-— II( Zx) + %;En— (e+ Vi) gix)=0 {
= 1)

Comme £>V,> 0, il s'ensuit que £ + V; > 0

Posons alors : i = 2}'&]2_m(E V)
F)
L'équation (2) admet des solutions de types : @,(x) = A € ®x—xp) 4 g e-ia(x 1) ()

ol A et B sont des constantes complexes.

@ Pour x > x, ; 'équati e, E@lx)  2m
o Yequatan (1) gecntt o= & T (8= Vo) mlijm0 )

Comme & >V, alors £ — V; > 0

'équati()ﬂ (4) admet d i ath(!l[ei ¢s nous d cs Vv

I es solutic NS 1

; s s donnerons les formes suiv: '8
d]legm lCS ccntures (SUI tout, 1015 deS cOndilionS de l‘aCCOrdeent) ; REEE -

Palx) = C e Blx-x0) 4 D ¢ -iblx—xy) (%)

Z2m

avec f§ = _k?(e - Va)

3 ) @D e Jﬁ{“ xg) est I'on € de rel n D= et il a (e { L]
de de tour de l'iﬂﬁ i Ainsi
. S10n a
inconnues B et C (A étant I'amplitude de ‘'onde incide; ) (J ! o
de I'onde inci _f_'!..“.‘.',.

¢ Ecrivons les conditions de racc
X ordement de la fonction d'onde et de s ivé
: . 1 ! a dérivée ¢
¢e qui nous fournit du fait des expressions (3) et (5} (D = 0) les deux reI;ionr':‘j“ e
{A +B=C ()
iafA - B) = ifC N
De (6) et (7) , on tire : 2A—7-=C (l +Q-) 2B=0C (1 A
Soi 2A ) ( ; ]
oit
C= —j—ﬁ— (8) et B=A A—El (V)
Bra I+ e
Les expressions de @(x) sont alors :
go;(x)=A|:e fafx — xp) I_H.E/_a_ e —ie(x—=xp)
o) = I+ Bla X < Xn
__2A ;
Pa(x) =—=— g if(x-x) '
7+ fla s
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4°) Les ceefficients de transmission T et delréfl];axion R sont déﬁnil; gll;ﬁcc a la notion de 3°) Le ceefficient de réflexion R vaut alors : r - B P af quz [
c - - = 2 - =
i courants de probabilité par : T = % o et = P o ition : O lal o+ ig
| on : i - :
At oM. ¢ IOt quaﬂ:' = 1 (réflexion totale), comme en mécanique classique ol In
2 l € est toujours réfléchie. Cependant dans la région I 1a fonction d'onde n' ;
\ : 8 lc | g __4 {onde évanescente € - 9* -xo)y_ Ainsi ,aregion 1% la fonction d'onde n'est pas null
| T visnealon: T= o W - o W n'est pas nulle qui ‘::Ia\ssiqucniL tlrllsE - pl:(’bab]mé dcprétoncerdeilipatlcule i
: ’ ent, Iui serait interdite ; mais le courant S s v
nul. Ce fait ne se rencontre pas e ) 0 1 ran associé par contre o
4 Bor Bh&riomene a donnd naissl;:mcen ;n??j[{;}eciu?[‘i]ﬁé;{ue’cea un fait purement quantique : e
soit T g = .
| o+
| (a+ BP
l o ) R_iﬂl’ (1= Blay 12
| Compte tenu de (9), on a: "Ll - [I T & - Potentiel en escalier : Etats liés.
) (e - EF Cﬂnsidérons une arel
1 soit ators T (a+ PR définie par : _P ritcule de masse m se déplagant dans le potentlol
“\_ V(I') = 4oo x<@
! B0 + (- BP =
| ‘ On vérific aisémentqueR +T=17: R+T = B Tk P =1 Vix) = - 4V, D<x<g
| s . ; ; Vix) = - v, a<x<3a
i Conclusion : Comme R et T sont supérieures & zéro ; la particule est donc soit |
Vix) = 0 x>3a

ol a et Vy sont des réels Ppositifs.

|
\ ‘ transmise, soit réfléchie contrairement 2 la mécanique classique ot la particule incidente a
| une probabilité nulle de revenir en arrigre.

B / Cas oi g<V,; réflexion totale. - Donner l'allure du prits de potentiel.

- A quelle condition existe—i—i 1 £ ;
Xiste—I—il un niveau d'énergie ¢ = — Vo. Ilustrer

1°) Dans la région (f), on a comme en § A : i
) gion (7) voire réponse par une réselution graphique.

2m

v iafx—xg) B e —iax—xp) a a? = 2= g+ V )
d(x)=A¢€ + vec 72 ( 1) Lxtrait, Casablanca I, PC2, Mai (945

' Ep 2m B =
| = "~ 77 (V2— &) go(x) =0 L'équation de Schrisdinger indépendante du temps

région 11 : 52 v
. Py 2 X
2 s'écrit : —==% AL
Lasolution est:  guix) =C e ~-9-%) + De & - *o) avec ¢ = ﬁ—’? (Vo— € R (E - Vix)yx) =0 :
. w : - - On cherche 2 trouver u diti 3
2°) Une fonction d'onde doit &tre de carré som!nable, il faut donc chmsnxD = () sinon, ¢, ne soit égale A - ¥, L équ&rtlii)lfc(,?) ;l;:l]_legi)l:lr que E Jo .
pourrait pas représenter un état physique. Ainsi : d(x)=Ce —4q(x -*o) i) I E—
. gy
Les conditions de raccordement en x = xp donnent: A +B=C el iofA- B)=-4C &zt 2%’22 (-Vo- V(x))=0 —VoQ—- (] 1[')
2A 1 - igla J
On tire : C = : et B=A ; ; . Pyx) 2m N
1 +iqla 1 +igla Région I : -—ld%. + e~ (3Ve) wix) =0 :
La solution se présente donc sous la forme : Cette équation admet comme solution : S @ @
. . ~
¢,r(x)=A|:€ fa(x - x0) 4 g “'“(“”’O)jl X < xp Vix)=Aeik g g —ike . 3
o+ ig v
9(x) = - avec 82 = SWe °
| Pa(x) = g — q(x - Xp x > Xp i
o+ iq

=

s R RARERERERRE




La fonction doit &tre bomée (de carré sommable), on choisit alors F=0.
Soit : yi(x)=EE€ T
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Région I : —"é—;ﬂ -0 g X
Solution : yo(x) =Cx + D qu'on peut écrire par commodité du calcul : l
. |
] o s i #0 @ | | i
I
. Fyx ZmV |
région 111 : du:;) 2 ) = : : ‘ ]f
I i
i I I
solution : yi(x) =E € —ox y fr gt ox avec @? = i—mVO ! | |
: X Ixz !
} ] | X3
| i T X
i | |
! |
[
f
l

et par commodité de calcul © i3 (x) = E'e — %=~ 3 3)

) = foo donc w(x) dans cetts région est nuile. Les conditions de raccordement

Pour x <0, V(x
= A=-B

en x = 0 nous implique : 0=A+B

yi(x) = A’ sin fx

soit
En résumé et tenant compte de : K = 3a? S oy V
)
fi H i 2

gure Résolution graphique de I'équation (11), donnant les valeurs e

yi(x) = A' sin (\f}ax) 0<x<a e )
X = avi a ), pour lesquelles on obtient stat li
) t lié a' e B o=
wa(x) = C'(x — a) + D a < x < 3a (&) un puits de potentiel en marche. Dans le ca';“ réi:e l:é i it~
solutions (X7 ,X2 ou X3}. P nté sur la figure, il exisie }
V’4(x) = E'€ — w(x - 3a) x > 3a
Les conditions de raccordement de la fonction d'onde et de sa dérivée en x = a et x = Janous 13
permet d'écrire : L — Etude trés simplifié
plifiée du Deuton : ta
wsinNGaa=D (5 {MC+DFE’W) ok & (At
= g x = 3a On considére le i i
- , potentiel défini 1
V?aA'cos'\fE wa=C "6 C'=_oE @® V(r) = 4o ifini par la fonction V(x) :
pour x < @
s Vix): -V,
%m %musdmnﬂm: \[_ g3 0a = g-, ©  2a + -g—, = -a—z- (10) ; )e-Vo< @ pour 0 < x < @ (région I)
@ ‘ v R k= pour a < x (région II)
- epr.
remplacons =; C" (9) par sa valeur dans (10) : 2a + \F tg\f} aa= -(;1— On ef; ;f:";?;‘ IZ:: :::‘r?:s !»;{rx)
3a telle que : -Vy < E < 0. ats liés pour lesquels I'énergic totale I wxi

.;Z’j g‘tDé:e'rminer I'équation de Schridinger du systéme
éterminer la forme générale de I 1 '

) in & fonction d' ;

parties (régions 1, 1I), sous forme d'exponentielles a(;:epau;c(’ij; ."“.f-'""" gt

soit g (‘\f_aa)--\r— 2 (a\f_cz)
posons X =a Y3 a: rox o e DB ~J34_| an

sens3RRRRERE

Le niveau dénergie E = — Vp existe si Téquation (11) est vérifiée. Les solutions de cette N2m(E + V,)
[ S . = +
&quation sont 1es points d'intersection de la fonction fgX avec la droite d'équation, p = -—(;‘_—-—u—u y o m
—-2% -3 . (figure ci-apes K
y (figure ci-aptes) Garder tous les cefficients sans en donner linterprétation

r
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3) a) Ecrire les conditions de_ Qggigyit,e’_ en x = 0 et en x =@
%) En fonction du cefficient. de e P*, caleuler le cefficient de € **, ef
celui de € ~k*. -

¢) Eerire la condition limite (que I'on justifiera) sous forme d'une
équation (e,) : tg(pa) = Fip, k).

d) Ecrire alors (les cefficients étant interprétés) la fonction d'onde non
normée de la particule. ’

¢) Dans Yy (x) mettre sin, (pa) “en facteur, faire apparaltre tg{pa) que
I'on remplacera par 5@ valelir trouvée en § €.

)y Ecrire la fonction définitive nan normée y(x}.

. A 2 _ 2
On veut résoudre I'équation (5 ,) du § 3¢c. On pose pg = p? + k

4) a) Calculer peo-
b) Exprimer | sin (pa)l en fenction de p ef Po - ‘
c) Avec I'expression de isin (pa)let en tenant compte du signe de
tg (pa), donner une interprétation graphique des solutions de (E,).
Ecrire une relation : E; = F(p; , m, Vo) avec p; solution graphigue.

' Extrait, Marrakech, MP 2_- PC 2, Mai 1986.

1°) Représeniation de la courbe V(x) :

V(x)
o~ 3
~J
~
::: a
2°Y.a) On examine le cas ot =Vp < E <0 : -
- ~
L'éduation de Schrodinger du systeme s'écrit E 4
: 10 |®
%‘i—f + 22 (8 - V(x)y=0 () 3
ﬁ ~
b) ¢ Dans la région I, 'équation de Schrédinger - JJ(]:
.. Fy  2m _
s'éeril : o= + 37 (E+Vyyr =0
: . 2m
La solution est @ . y,=Aer + %e*ﬂx (2) avec p*= o (E + Vo)
. s et SR Py (usz -0
& Dans la région 11, I'équation [I]I‘S écrit : g 57 Y =
o 2 - 2mE
La solution est : w, = Cek+ De- 3) avec k2 =—37

3°) a) Ecrivons les conditions de raccordement de la fonction d'onde et de sa dérivée en
x=0etx=a:

i
|

EEREEREE]

EREEER
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Pour x = 0 A+B=0 )
. A g ipa —ipa _ a
Pour x = g { '+t Be e =CekypDe g ®
ip(A e P3_Be-ipa) = p(Ceka_p g -ka) 6)
b) L'équation {(4) fournic A = — B
Les équations (S5} et (6) deviennent :  2id sinpa = Ce %+ D ¢ —ka
ip2A cospa) = k(Cek_ D e +a)
2id sinpa = Cekat D g —ka '
ouencore: X
s P
2iA Tcospa = Cekr _ pg—ka ‘8)

On tire des relations (7) et (8):  C = 2iA | sin pa + L cos pa) e —ka
3 k

D =2 si £
Zﬁ(sm pa — == cos pa) e ka )
¢) ¥ (x) doit étre bornée dans la région I1. T faut donc que C =0 . C'est i dire :

Sin pa +-k£cospa =0

(10)
s0it
1 = -£ '
g pa 2 (11
d) a) Compte tenu de (4) et [9], nous avons :
v, = 2iA sin px O<x<a

= 2i [ - £'
1) rA(sm pa © cos pa)e—h’r—a} x>a

e) Compteé tenu de [10] : sé = s insi
(101 : sin pa = — 7 Cospa. Ainsi:  y, = 4id sin pa e ~Kx—a)

f} En définitive, nous avons : vi (x)

= 2IA sin pa D<x<a

W2 (x) = 4id sin pa e k&= - a) r>a
4°) a) Posons : pho=p R _2mV,
=z

b) Exprimons : Isin (pa)l en fonction de p et p,

L'équation (11) nous permet d'écrire :  corg pa = — &
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B Pl o

' : e n 1 v cot?pr =]+ = 7 =g
d'autre part : EEPE =
Soit | sirn pa | = %
¢) L'équation (11) permet d'écrire : tgpa <0 ,

| sin pa | = Y
L'équation (11) est donc équwaieﬁt au sysiéme L It

par I'intersection dune droiie, de pente I / po »

. ” H Eterminés A \ -
Les niveaux d'énergie sont alors d donc un certain nombre de niveaux d'énergie

avec des arcs de sinusoides. Nous obtenons
(figure ci—dessous)

y = Isin pal avec 1g pa < 0

y=0lPe

An/a Snfa

(e} Wa nfa S

fldguation ru'}_.
f'ége L

tion graphigue des soiuiivns de ation (11},
def:gln“nl les géneprgies des états liés. (en gras sont les arc

|sin pa| répondant a la condition lg pa < 0)

2 E APy \
m 1 . ‘ - — 6
A partir de I'égalité P = ¥ (E + Vp), on tire: =

artir de I'équation (11) . Soit:

Remarque : Ce résultat peut &tre obtenu différemment a p:

12
pacotg,oa‘—“-*ﬂ 2)

2mV,
tpaf + (kaf = (poaf = _ﬁTq, @ = cte

2mVo
R = PO’] = -—-—‘Ez a

§ - = n (n entier).

wernation (12) exige qu'il y a des asymptotes pour pd | ;
ifigion (K3 é,g a?‘des axes pa et ka, celie équation est celle d'un cercle. Nous émudions
Dans le plan repéré p Jations pa cotg pa = —ka ctce dans

alors les intersections de ce cercle avec les courbes d eqf t
le premier quadrant. Ces intersections sont en nombre fini.

de plus

Clest I'équation d'un cercle de rayon :

E
:

, ![Il_ ‘
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Supposons a donné. Si Vy décroil, le rayon du 1},
cercle décroit et le nombre d'états 1iés décroit.

SiR = 2mV, % < 2£ , il n'y a aucun état
lié.

SiZ<Rr = "JZmVo %«:rz,iln'yaqu‘un seul

e ———

e,
e

T e T—

14 - Etats liés d'une particule dans un puits en fonction delta.

On considére une particule dans un probléme 4 une dimension dans un
potentiel de la forme

o : constante positive
Vix) = — ad(x)

6(x) : "Fonction" de Dirac
On suppose que l'énergie E de Ila particule est négative (état I}, dans ce
cas la fonction d'onde s'écrit :
x <0 w(x) =A e9* + Be ~9~
x>0 wix) =Ce 9 + De 9~
oit q est une constante qui dépend de E et m.

I1°) La dérivée premiére (y'(x)) de la fonction w(x) présente une
discontinuité enm x = 0 Ay"(0) # 0, On donne : )
o

2
Ay0) = wU0%) - yr07) = - T y(n)

En utilisant la continuité de w(x). Donner la maifrice M définie pm; L

C A
= M

D B
2% a) Sachant que y(x) représente un étar physigue, donner les
expressions normalisées de w(x). En déduire la valeur de Uénergie E.
b) Représenter graphiquement ces fonctions en précisant leur portée ! en
fonction de q. En déduire leur largeur Ax (Ax @ extension spatiale
de w(x)).

3°) a) Calculer la transformée de Fournier ¢(p) de la fonction y(x).
b) Calculer | ¢(p) |*, que représente ce terme ?



416 MECANIQUE QUANTIQUE _

i imale ?
Pimpulsion, | (p) |* est maxima
o ¢ pariicule dans son état

| o(pa) I
= 2

¢) Pour quelle valeur p, B ]

d) On définit Ap (dispersion de I"impulsion de la
i 2 L $iPaes 1

lié) par Ap.= P —FPo ol p vérifie la relation | 2(P)|

Calculer Ap. ,

¢) Evaluer le produit Ax . Ap. Conclure.

Exfrait, Casablanca I, PC 2, Juin 1986

Cc-)nsidérons une particule dans un potentiel ¥ (x) : V (x) = —08(x)

. ; o
On s'intéresse au cas des &tats liés (E < 0). Dans c¢ cas 1a fonction d'onde s'écri
w(x)=Ae‘F+Be"1‘ x<0
w(x}:Ce‘in—De—‘?’ x>0

ZmE (a partir de I'équation de Schrédinger)

ot1 g est ung constante == 5
1°) Ecrivons les conditions de continuité de 1a fonction d'onde enx = 0 "
A+B=C+D
: bt S e
La dérivée premizre de la fonction  (x) présente une dlsczonunmte enx *
mex
w(0t) -y (0) = —=z v(0) 2
w'(o+) = |a(ces-De ~4%)],20 = a(C-D)
or
v = [g(a e B e a0 = alA-B)
- 2m
— = (A + B) 3
L'équation (2) devient alors: g(Cc-D) - (A-B ) =

c+D=A+B8B

-2m o

On obtient alors un systéme : o _q_#__(,q + B) + (A - B}

—m o
posons : k = PE

{C':A(I + k) + kB @

Le systeme d'équations nous permet d'avoir | D = kA + B{I - k)

* oir démonstration pb’15.
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' I +k k A
qu'on peut écrire sous forme matricielle ; € 1w
D -k 1 -k B

2°) a) @ y (x) représente un état physique, donc elle doit &tre bornée, il faut alors choisir
B=0 e C=0.

Le systéme (4) devient :

D = —kA ©

L'équation (5) nous donne :

. mo
k=-1 soit qﬁ_z =1 etdonc A =D,

yix)=Ae?™ x<0 (7-a)
yix)=Ae9* x>0 (7-b)

Les fonctions d'onde correspondantes sont donc

La condition de normalisation J‘| yr(x) I2 dx = I nous exige :

0 [
|AI2U ez‘?’bdx+J. e'Z‘dex:lzj
— 0

Soit A= “.G (on choisit A réel > 0)
Les équations (7) deviennent : Ll/i (x) = g% e=7 x| pour tount x_]

€ Nous avons ;

k=-I, ”_soit ‘?7?2=J
-2mE
or g = "R
2 2 2 2 2
1l vient don e el i
= 1 ="Fn ZmE A2 - Zm E R?
2
Soit =l
E 2 B2
= lf2 a=qlxl
b) Ces fonctions d'onde sont représentées V=
sur la figure ci-contre (leur portée étant
i esly,
q
L'extension spatiale de w (x) est donc :
: |
B il o DB ’ - %
2 NomeE = & &
: q q
bt
Ax

3°) a) La transformée de Fourier ¢ (p) de la fonction  (x) est donnée par :
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¢(p) = "g“rwrx) G

Vann

_ ..L._qnz [j'o e *(a—ipi ) dx+.[” g-xla+iplh) dx]
V2nh - 0

1 I I )
= %qm (q—ip/f! + PESTYE

-

_ -d i 2‘72 5
Nomn - @+ PIE
[2 _(maf?
Soit | e(p) = 7 R+ p?

b) lgp (p) |2 représente la probabilité de trouver la particule avec une impulsion p a I'instant

e

2 2
¢t =0.Savaleur est: lop I = = g + piP

2 5 .
¢) Elle présente un maximum pour p, = 0 . En ce point, la valeur de! o {p,) I* estégalea:
2 2

‘mhq b3 2mE

2
| i2 _ lqo(pa)l
d) Nous cherchons & rouver pour quelle valeur de p ona: @ (p) ==
2 .
Soi 2t
11 vient donc : 2hgP = P ou PP =0 Gnaceepuable physiquement)
dot p=2hqg = 2N-2mE
On définit Ap par : Ap = p—p, = 2lg
2 -
¢) Le produit Ax Ap vaut donc : Ax Ap = -q— . 2hq = 4R

Comme d'aprés la relation de Heisenberg, Ax Ap =¥ /2, on voit que cetle valeur est
supérieure & la borne inférieure.

Comptément : Ketrouver ['expression de y(x) et l'énergie E de I'état lié
4 l'aide du théoréme du Viriel

Le théorame du Viriel nous permet d'écrire :

TRERRERERN
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X
Pour une fonction continuernent dérivable au point x = 0, Ia dérivée de & (x) est définie par :

2 5
J.((?x 5(x)) 1t dx = L],

En utilisant la condition de normalisation | 4 ¥ = g, on aalors :

2<EC>=<1£> =-a fxlymwl iJ(x} dx
a ox

d
2<E,> =w-oz[—‘—;-; (xqj]‘la = og

D'autre part la valeur moyenne de I'énergie potentielle est donnée par :

< Vo = kaJ'I v P am) dx = —a 1AP = —ag

11 vient alors : E=<E.> + <V> = %‘! = 7%“1 avec §° = Z;;E
i - - =

dong : E = A - =21 = o = =%y etdonc ¢ = e
2m 2 m A?

‘o - UL e TR

d'otx E = 2 = a2

15 - Calcul du coefficient de transmission da
i n

nit
________________ B~

On considére un '"puifs delta" centré sur le point a correspondant an
potentiel singulier : Vix) = -1 d(x - a} (n>0)
o 8(x — a) représente la distribution de Dirac.

1°) Déterminer les conditiens satisfaites par la fonction d'ende y(x)
représentant un éiat stationnaire d'énergie E associée d ce puits.

2°) Monirer gqu'il existe un étar lié dont om déterminera ['émergie et Ia
fonction d'onde correspondantes.

3° Dans le cas o E > 0, calculer le cefficiert de transmission T(E) en
Sfonction de I'énergie. Donner sa représentation graphigue.

Exirait, Rabat, PC 2, Juin 1985.

§

1°) L'équation de Schrodinger indépendante du temps qui détermine les éiats stationnaires de
la particule dans le potentiel — 1 §x—a) s'écrit :
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L & oy -(18-a)+E) ¥ =0 O

¥ (x) est continu pour x =& , mais v '(x) est discontinue en ce point. En intégrant

T'équation (1) entre a— € et 4 + €(€ —0;¢> () onobtient :

L [ya+e-yia-a]-n I“Eé(x—a)wx)dx—E ydx =0
mit a—€

€

T lim rﬁs wix)dx = ) car w(x) est continue en x = a
° =0
et lim | &x—a) y(x) dx=ya)
=0 {. ¢
1 vient alors : % [w ‘fa+ &) -y (a— s)] —n yial =
—2mn

Soit wi(a+g - y(a-g = 7 v (@)

—2m7 . . Wt — )E“TV’(“LI @)
Posons : = 7! yw(a+E -y (a-¢&

®
2°) Etat lié : E < 0
Le potentiel est nul presque panout Pour x # a, I'équation (1) s'écrit:

L (B o

La fonction d'onde de I'état 1ié peut donc s'écrire :

wix)=Aeix-a + B e —Ax-a pourx<a
V(;;):.cgq(r—lﬂ + D e-9(x-a) pourx> a
- 2mE
avec ¢ = 52
Comme 1 (x) doit &tre bornée dans les deux régions, il fautque: B = 0 et C =20
v (x) = A g ax-9) x<a
Soit {V’ (x) =De —g(x—a) x > a
Les conditions de raccordement en x = —a donnent alos: A =D 3
] 4
L'équation (2} s'écrit alors : —gD - gA = A 4
-2mn . _ —2ZmE
Compte tenu de (3}, ona: v=2q avec ¥ =~z et q = "3z

PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE 421

Soit (ﬂ )2 —2mE

mn?

ou encore E = -
2% 2

La fonction d'onde correspondante est donc : [ w(x)=Ae -9/ (x-all  pourtout x

3°) Cas ot E > 0 : ceefficient de transmission.

2
Dans ies deux régions que fait apparaitre Ie puits, I'équation (1) sécrit : g-x%’ + 2—;’;—5‘ v =0

Les fonctions d'ondes correspondantes s’écrivent par commodité de calcul :

{w(x)=Aeik(x—a) + B e —ik(x—a) x<a
v(x)=cel'k(x—a) + D e —ikix - a) x> a
avec B = 2%2"1—@-

Prenons D = 0 (particule incidente venant de x = —oo)

On exprime la continuité de w (x) en x = @ et on exprime (2) ;onadunepart:A + B=C

¢t d'autre part : kC—ik(A - B) = —yC
A + B = C
Soit : {A B c (e Y
-8 = Tk
'oi I'on déduit que - " ks
D'oil I'on déduit que : A = C(I + 2ik) et B = zka
Le ceefficient de transmission T est donné par :
P K7 A -1 1 _ 1
Iw,-lz*lglz—l r |7 y 2
trml Tt
-2
soit T = L. -
4k + y?

En tenant compte des valeurs de &2 et 2, on obtient ;

(%) s

2m E 4m2 n? = m 1n?
( ) I + 5mE

d|
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ou encore T = 2 5
m 17
FE + 53
my? 1 T(E)
Ladérivéeg' = P est toujours
dE m n? 1
E —
2
ositive ; done T(E) -tend vers la valeur limite

P
T =1 (figure ci-contre)

O

16 - Etude de la vibration de la molécule HCL

Dans la molécule d'acide chlorhydrigue HCIl l'atome C! est assez lourd
peut éire supposé fixe, L'atome H de masse m est mainteny 4 une distance
moyenne a de l'atome Cl par un potentiel V(x) = k (x — a)? /2 o x est
la distance algébrigue de H a Cl et k est ia constante de ferce réelle. On
s'intéresse aux mouvements de vibration de la molécule dans lesquels x

varie de — o= @ +oo,
19 Ecrire I'équation de Schradinger indépendante du {temps qui décrit les
étals stationnaires de vibration, représentés par les fonctions d'onde w(x).
29 La fonction d'onde de I'état fondamental est de la forme :

wolx) = Ag € e (x-a)?12 A, et o réels et posififs.
Eh vérifiant gqu'elle est bien fonction propre de I'équation de 1°) déduire
o et la valeur propre correspondante Eg, de I'énergie en fongtion de fi, m

k

el @ = "\ -
m

3°) La fonction d'ande du 1€r état excité est de la forme :

wix) = Ayx —a) € ~B? (x - a? iz Ay et B réels et positifs.

Déduire et E; valeur propre de [l'énergie.

4°) Normaliser wo(x) et wi{x). On donnera les valeurs de Ay et A; en
fonction de «o.

59 Vérifier que la valeur moyenne < X >, de x est bien dgaic a a dans
_chacun des états représentés par wolx) et yi(x).

6° On définit lincertitude Ax sur la distance de H a CI par :

-

é
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ax = N<yltx - a)? |y>

Calculer Ax, dans Vétat wol(x) et Ax,; dans U'état v (x). Comparer Ax
et Ax;. ’
Donner une interprétation physique du résultat.

On utilisera les intégrales :

+ oo
I yre-2*r?ay =
a

LSl = L) ST
2n+ I p2r 3+ 1 Wjﬂ

1°) L'équation de Schrodinger indépendante du temps qui détermine les états stationnaires de
l'atome d'Hydrogene dans le potentiel 2—1 k(x—al sécrit:

Fyr 2m I

= = = (?k(x—a)-"—E)usz (¢}
2°) Cette équation admet par hypothese, une solution de 1a forme :

Wo fx) = Ao e - (x—a)z {2

. dyg
On en déduit : = =~ % (— o? (x - a,])
&
et 2 = azlpr@{xj[a? (x—a)g—l]

L'équation (1) étant vérifié pour y = y; , elle s'écrit alors :

2m E
ﬁz

v [a? G- a2 - 1oz + mE-ar] =0

Soit aprés groupement des termes semblables :

oo (o - D]+ [255- w])

Le polyndéme en (x — a) est identiquement nul lorsque ses ceefficients sont tous nuls. Soit :

m k
ar Bk _ g @
Zm E,D
= - = 0 3)
L'6quation (2) de degré 4 en e (e > 0}, admet 1a solution o = L
A
L Y
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- . i 2m Ey _ g _Im w e hw
L'équation (3) : ) = o =—%¢ , §SOit : Ep = >

3°) La fonction d'onde du 1= état excité est par hypothése :
vi) = Ajz—ape - F12[1 - B2 (x-ap]

2 '
e Ly [-3 4 B2 x-ar]

L'équation (1) est vérifice pour ¥ = ¥ , elle devient aprés groupement des termes
semblables :

v () [(x—a)z (- %) + (2 - 352)] _0

Le polyndme en (x — ) est nul si tous les ceefficients de ce polyndme sont nuls . Soit :

m k _ m o
,B"—ﬁ;,—o — =« =5
2mE; o _3[3’27!2 5
57 -3?2=0 - Er = =5~ =5ho

4°) Ecrivons la condition de normalisation :

J”” lweo P odx = 1

oo

@ Pour y = Wp ona: |A0|2J+m8"“2(‘-ﬂ?2 dx = 1

On fait le changement de variable : ¢ = x-a

fa,F j”e-ﬂz*’dr = Al %H

2 2a nm @
ainsi on a: | Al = = =2 —
Jr b
.
@ Poury = y; ona: | 4; |2J (x—af e -F -0 dx = 1

2|4, F J.sze*azfz dr =1
1]

o 22 Nz
or: J'Fe“z‘=%3—

0
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donc . [ A, Iz = 208 2 - m).?fz

J5 Uz LB

5°) Calculons Ia valeur moyenne de Ia coordonnée ¥ dans I'état y(x) :

*<x>, = [Ty S s 2 fre 2 2
Yo Vo X Wp dx = I.Aﬂf xe (x - a) dx

Onposex—a = ¢ !

2 oo -
<X Py, = | 4| [J. te-2? g 4 J.+€—o:2t2 dt]

—00
—aa

2 e —o? il
= | 4] [(“ T) + a —L;-
- [4o |
-
7

“<x>w = J’ x h,tf](x)lz dx = ‘AJ I2 j+mx(x_a)2 e-—ﬂz(x-a)z dx

—oa

= |4, F j+“(t+a)tz e-22 4,

—as

= 2 S 7 54
= IA:f[J. 13€‘ﬂ2’2d£+af+zze-ﬁ2‘2 dr:|=|A;‘2a 2
”» 2
L Al I
=0 carBe-F Py une fonction impaire

soit :
<Xx >‘v"1 =4

6°) Par définition, I'incertitude Ax sur la distance de £ 3 Clest: Ax = \l <y lx — a)?
¢ Calculons Ax, :

oo
(0% = .L- (- !% (x) Iz dx =] 4, iz J-W(X—GFE"“z(I-ﬂ)zdx

=2 Af J‘*“’xze%z ar
0

Te—

En utilisant ; sz‘?e-"’z‘z d: = N{;/Z*’-aj i
. :
ona: (Axa)‘2=2|Aolz-ﬁ= L | A5 7 = i
w0 @ 4 Vr
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m
: = T
soit : Axg e T

¢ Calculons Ax; b
(Ax;)? = j“m(x—a)z |y, 1P dx= |AI|2'[ (x-a)e

=24 ¥ I+~i4€_a2,2 dt
0

3Vm_ |

””,46—“2?2 dr = 3

—o? (x—a) = dx

En utilisant l'intégrale : 7 of
Jo
: 208 3= _ 3
ona: (AP = 2 \—!-__- 7 o 302

7
ER
soit : Axg - 2 mo

influence des états excités devient non

L'écart entre Ax; et Ax, est important, car 1
négligeable.

% 17 - Particule dans un double puits de potentiel.

Dans un probléme d_u_ne V(x)
dimension, on considére #
une particule de masse m
confinée dans la région de

I'espace définie par
0 sp x £ 2a + b sous Vo | E
I'effet de potentiel car:e B0 EUERNE IS B -

néLri 3 r la
symétriqgue donné pa
figure ci-contre. @ @ @ [’
On se propose de chercher . . s
la fonction d'onde : e a i

pi(x) , 0=x < a
<a + b
= (x) 0 < x =

e . ’ + b <x <2a+b

@u(x) , 4

décrivant cetle ‘parricule dans un état
positive E < V.

stationnaire d'énergie propre

i g I'équation
1° Ecrire et résoudre dans les trois régians I, 11, III de 1l'espace l'éq

ansERRRERE R RE

A
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de Schrédinger indépendante de temps.

2°) Montrer, & partir de la continuité de la fonction d'onde stationnaire
@(x) aux points x = 0 et x = 2a + b, gque @;(x) et @y (x)
s'écrire :

@i(x) = A sin kx

peuvent

Qmil(x) = D sin k [x - (2a + b)),

ot A et D sont des nombres d'intégration de k est tel que: k¥ = 2mE | R?

39 D'aprés les conditions de raccordement aux points x = a et x = a + b,
élablir deux relations différentes entre les amplitudes A et D.
En déduire I'équation de quantification des niveaux d'énergie sous la forme

(;itg ka + 1)e45= i‘(;q'fg ka - 1)

ot q est un paramétre réel positif : g2 = 2m (V, - E)/Rh?

4°) Dans le cas ot qb >> 1, déterminer a !'ordre zéro en kig les niveaux
d'énergie quantifiée de cette particule.

Extrait, Fés, MP 2, Juin I988.

1°) @ Six <0 oux >2a + b, la particule ne pouvant par se trouver dans celte in tervalle,
Ia fonction d'ctiGe @ (x) est alors nulle.

¢ Si0<x<a oua+b<x<2a+ b, le potentiel V (x) est nul ¢t la fonction d'onde @
(x) de la particule d'énergie E, vérifie 'équation de Schradinger :

Fp 2mEg _ Fo o ;. 2mE
e M =0 ou d;.2+k2¢_0 avec k? = 72

Les solutions de cette équation sont donc sinusoidales. Nous donnerons 4 ces solutions les
formes suivantes, pour alléger les écritures :

@i(x) = Asin (kx + ¢)
@ (x) = D sin [k(x - (2a + 5)) + ¢']
¢ Sia <x<a+ b, le potentiel V(x) est égale 3 V, et la fonction d'onde @ (x) de la
2
particule d'énergic 0 < £ < V vérific: % — 22 (E- Vo) ¢ = 0
d2
& Fe=0

ou avec ¢ = %Wrﬁ;

Pour tenir compte des propriétés de symétrie du puits, nous donnons 2 la solution de cetie
équation la forme suivante : ¢ (x) = B e 1l (a+ (02)1 4 C g —qlx-(a+ (b2))]

2°) Les conditions de continuité de la fonction d'onde aux frontizres du puits (x = 0 el
x =2a + b) s'écrivent :
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@(0)=0 soit Asingp=0 , donc =0
Dsing' =10 , donc =0

o (2a + b)=0 soit

Les fonctions @y, @n . (uy peuvent dong s'écrire :

) = Asinkx
Z’ﬁﬂ — Beel=fa+®I) 4 Ce ™ {x — (@ + (b/2))]

(Pm(x‘] = Dsin k [(x - (23 + b)]

de ;
. ' — _ )
3°) Les équations de continuité des fonctions donde ¢(x) et de leur dérivée 3~ P’

g'écrit : »
@ra) = pp(a) soit Asin ka = Be =92+ Ce 9 -
ke o bi7
o @'f{a) = ¢'yla) soit k A cos ka = q [Be gl _ Ce 9 ]
= soit Bet’2 & Ce—1¥'2 = — Dsin ka
Qm(a + b) = e + b) soit -

= a+b i ) -
arre @' yla+b) = @ula+b) soit g [Be qbiz _ Ce 9'5"2] = kD coska
Des équations (1) et (2) , on tire :

q Be —qbl2 4 (Ce Gbi2
k g ka =Be -gbl2 _ Ce qbi2

br2 -gbi2
Be %2 4+ Cée @

® Figha = “pe abZ_ Ce -abi2

k

L'égalité de ces deux relations nous donne : i
(Be qbl2_ Ce-qb.'Z)(Be—quZ + Ce qbfz) = (Bemqb."l _Ced b!Z)(Be qhiz 4 Ce-ab )
p_cancle e 1] = - (82—t -5C[e rr-e 7))

B -C2=-B+ ("

B =

®

Introduisons ces égalités dans (Det(2):

soit

11 vient alors

e SiB=C Asinka = B (e -2+ e gbiz) Ity
-Dsinka=B (e abi2 4 g -4”/2) 29
@ Si B = - C, il est facile de montrer par un raisonnement analogue que :

EEEREEEREER

— E— I.-A'v .
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En tenant compte de I'égalité (5), les équations (3) et (4) deviennent confondues.
Soit donc :
-gbr2 qbi2
Si=C,A=-D): < i - Ll b
i . | D) : X tg ka e 907 _g 4bZ = —coth %— (@)
. 4 e L es”
Ou encore : T tg ka = 7_pab
("kitg ka - 1) - eqb(-qzrg ka + ]) =0
- L ¢
donc : (k 1gka+])e b = (-I-Citg ka—I) @)
p
3 _ _ ) q B e-qb/2 _ g gbiz b
Si(B=-C,A=D): ik = FE ey =_m92— )
ou encore par un raisonnement analogue, on obtient ;
(%tgka+1)e‘4b=— (-kg- nga-l) @)
En résumé, nous avons :
@r(x) = A sinkx
2B ch q(x —{a + %)) solution symétrique
Pri (—x) = b
2B sh q(x - (a + 5)) solution antisymétrique
Qm(x) = £Asink[x—-(2a+ b)]
Les équations transcendantes (6), (7), (8), (9) s'écrivent :
b
%rgka = — coth % pour solution symétrique ©
f—:gka = —th —%Q- pour solution antisymétrique (3]
ou encore (frg ka. + I)e b = + (-f:g ka - 1) (D et (9)
4°) Nous reprenons les équations (7) et (9) que nous écrivons sous la forme
k I +edb ke 1+ ]
tgka = = = =
- g9 1_gab g e =gb_ ] e
—eab -qb _
5 lgka_="‘“k'1 e _k e 9 1 an
q I +eqb q e-ab4 ]
Si qb est trés grand, € 97 est petit devant I'unité ; —_—a [ te -t
¢ 9t F)
®
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(10) devi.am: 1ghka = — ?k(I + e )] + e ~9?)

=~ - ?k (I +2e -9b) au second ordre
(11) devient : tgka = 7“ (e ~ab_1)(1 —e 4

zL-?k(I— 2e —9b) - au second ordre

Si de plus on néglige 9> devant l'unité, les deux types de solution précédentes deviennent
confondus. )

k
tg ka = —-—
5 q
: 5o ; k
gu'on peut écrire aussi : tgka =— o
Si g — oo, on obiient alors tgka=0 avec ¥ o= -Z;'ITE
Les solutions d'une telle équation : ka=nm ou BKa? =p
2mE
soit alors : —hz--"” @ = n’r
1 s n'z -kz 2
d'olt E.'r. T 2mal n

Remarque : Ce résultat était prévisible, car lorsque ¢ — =, ¥y — = et le double puits
de potentiel devient donc un puits simple de potentiel infini.

: ; . R,
Les énergies pour un tel puits (cf exercice 18) sont : E, = SaZ

Complément : Résoudre graphiquement les équations cbtenues en 3°) en
se placant dans le cas o E << V,.

2ng
Danscecas, ¢ >> ketdonc ¢ = =

- 1+2e -9t
MNous pouvons alors écrire :  tgka = —ka T

Le signe + correspond A ¢, (solution symétrique), le signe — & ¢, (solution antisymétrique).
Cette équation perraet de calculer les valeurs guantifiées de ka. Ces valeurs sont obtenues
graphiquement aux points d'abscisses des intersections des arcs successifs dey = tg ka avec
deux droites d'équations :
{—ka A (figure ci—dessous)
T —ka .15
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Aq el A sont deux constantes, petites par rapport & I (g>>k), voisines et telles que A, < Aq.

© 18 -Particule dans un puits de potentiel infini -Etude physique -

Evolution de l‘a fonction d'onde et de la forme du paquet
d'ondes - Mesures de 1'énergie.

Afiurarwn : lw(x, B> désigne ['étar quantique d'un systéme physique q
l'instant _:,‘lp'(x, t) est la fonction d'onde carrespondante @ cet érat.
On considére une particule de masse m, soumise au potentiel V(x).

2

L'hamiltonien de cette particule s'éerit * H = E—PH- + V(X)
po .
1°) L'évolution de cette particule est régi 1
: 4 égie par l'équation de Schridin

écrire cette équation dans les deux représentations {| x >} et {| p > 7 =0
2°% La parti 1 1 }
Inggeur ap:r icule se trowve placée dans un puits de potentiel infini de

Vix) = 0 si 0 <x<a

V(x) = +co ailleurs.

Déterminer les états stationmnaires d 1
1 e la particule et le )
qui leur correspondent lorsque 0 < x < a.  WSED jrajirad

3°) A Finstant t = 0, la particule a pour fonction d'onde :
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0 = I—{Sin(zrx—)+sin(gﬂ—x)} i 0 <x <
i,u(x,).- \G 7 7 5i £x =<a
wix0) = 0 ailleurs

a) Vérifier que cette fonction d'onde est normée ?
b} On mesure & cet instant I’énergie de . la particule, quelles valeurs

trouve—i—on et avec gquelles probabilités ?
¢) Quelle est la probabilité de trouver une valeur de l'énergie supérieure @

2x* h? »
ma?
4° Calculer w(x, 1) el démontrer que la densité de probabilité de

@
présence de la particule, dépend de la fréquence de Bohr 2;’ dont on

précisera I'expression en fonction de m , a et .

5°) Calculer la valeur moyenne de l'observable X

< X > = j*” v (x, ) x yx p dx

oo

Conclusion.
N.B : Pour éviter trop de calcul on peut poser, par raison de symétrie,
X" = x — all. ) )
On donne : j“ (z — af2) sin? (—’;—”—%)dz =
0

: ' 16 o?
ot % 7z sin tz sin -'E‘z"dz=——'—‘""'z—‘
i a a ) .. .18 =

Extrait, Tén;auan; MP-PC 2, Juin 1986.

1°) Considérons une particule de masse m, plongée dans un potentiel V (X). L'hamiltonien
2

de cette particule s'écrit: H = -2% + VX)

Rappelons 'équation de Schrodinger dans les deux représentations [% x>)et [I p >}
& Représentation (|x>):  if d i, i) [ i, L V{x)]lp’(x 9
x>} — =l =5— == X
. ETh 2m  ogx
: 8 — it 12 T oy T
© Représentation [1p >} :m-; vip.)=5— wi(p, 1)+ (28 H) jdp vV (pp) wip.1)

avec ?r_{p, t)et 2 (p) sontles transformées de Fourier respectives de v (x, ¢) et V (x).

2°) Dans l'intervale 0< x < a, l'équation de Schraidinger indépendante du temps s'écrit :
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(_iilg 2mE

A M
Cette équation admet comme solution : w=Aeiky pe ik 2
avee k2 = Z;;E |
L.es conditions aux limites de la fonction d'onde au pointx =0 et x = a exigent que :

V(0= yla)=0

A+B =0
S0it d'oll A=t
i . i
e ka 4 Be -ika= g 2iA sinka = 0

La solution (2) sécritalors:  y(x) = A(e i — ¢ .,.h)" = 24A sin kx
avec la condition : sinka=0 soit alors : ka = nr

n étant un nombre entier positif, carsin =0, y=0.

On en déduit les valeurs quantifiées de 'énergie : ‘VE,‘ = —Eiﬂ; n? n=12
= =12,..

L'énergie de la particule ne
i peut prendre que des valeurs discrétes défini "Equati
avecn =1,2,.... 1y a donc quantification des états d'énergie de la pl::gts:lﬁgr R

Yu(x) = Ksin( 2 : x)

La constante e i iti isati k .
nte K se détermine par la condition de normalisation : f“’ v (x) x) dx = I

La fonction propre correspondante :

En choisisant K réel et positif ; on a :

a9 ., NIX K2 ra 2 2 "
J.DK sin® == dx = TJ‘ (J—COs m")dx 23 K—[a —L(.sx'ngn—xx X
0 a 2nm a o

D'od : . K=‘\#£
a
el
Yalx) = -\,Z sin (u z x) 7
& a a O<x<a

Wa.(x) = 0 ailleurs
3°) A linstant t = @ , la particule a pour fonction d'onde :

vix0) = % [sin (’;—I) + s:‘n(zTnx)] Osx<a

] L
I3~
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a) Calculons : )
X a rx . 27X
. 3 LI (2 sin2 22 ® sin?2ZEgx + 2sin = sin —-—dx]
jﬂ ly(x, 01 dx = ;[JID sin?Z=dx + ja sin?==dx , e a
1fe, £ ] -
ey [2 + 37 + 0
Nous vérifions bien que cette fonction d'onde est normée.

b) y(x, 0) estune combinaison linéaire des états y; (x) et Y2 ()

W0) = —\{"'—2—- (vi(x) + wa(x))

1 es valeurs des énergies qu'on peut trouver lors de la mesure de I'énergie a1 = 0 sont donc
soit £, soit E3.

4 La probabilité F7E,) du résultat E; que peut donner la mesure de l'observable Hat =0

2 I~ _ 1
est donc : SE,) = | <y lyx o=l = (\E 3
l 0 IZ e .A'.
¢ Par un raisonnement analogue on a ! FHE;) = | <y |y (x,0)> R
. 22 2% 2 .
¢} La valeur de I'énergie E; = e correspond 3 n = 2.

La probabilité de trouver une valeur de I'énergie supérieur 3 E; (n=23,4..)estalors:
FAE>E;) = 1 - [P(E) + P(E2)]

Soit [FE=En = 0]
., X g 200 X
°) @ ,0)=—"—‘{.§'1ﬂ_"_+ Sin }
4°) @ |y (x, 0) da a
L E(WF E \/%sinz’i")}
T Ve B

= -\é—: (vt + vz (x))

Ent!E |
Appliquons la formule ly(x.0)> = % Ci0) € Ent'% L y>

1

- __I_[ B, 11 K| +e-152:fﬁ1%>]
Nous obtenons immédiatement :lyr(x, 1)> = = ek Vi

2
W2 _ 4rn?
avee Et = 2md . ST

—

.

EEERERE
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Ou encore en supposant un facteur de phase global de |y (x, 1) > :

|W(x.t}:~oc-~1~—

V2

| wix.0> oc \ILT[l vi>+e O [y, ]

_i(dzzﬁ . nmsz
IW;>+€ 2ma Zma? |w, .

Soit

avee _E-E _ 3z

P =T T 2ma? *)
ou Ve = Wy _ 3 mh

2 4 ma?
@ La forme du paguet d'onde est donnée par la densité de probabilité :
[we of = <y o e 9>

by ot 1 '
_['(\!5 Wr|+<ﬁ exq;lWZI]['\]'—z- IW.'}""e_lmz“lW.‘ 'I

I

2 2 1 "
7 Vi (x +7%2{1.? + “‘:;-wwz[e‘%w eﬂ'mzu]

] 2 1z,
=5 ¥ix)+ S Vifx+ yiypcoswyt
On voit que les variations dans e temps de la densité de probabilité sont dues au ferine

dinterférence en y; y,. Une seale fréquence de Bohr appanait: vy, = -EEZ:% = ——f. A hj'
n “ T
5°) Valeur moyenne de Fohservable X,

Calculons la valeur moyenne < X >,de la position de la particule a I'instant ¢ :

<X >, =j*” Vi(x, t)x wix.t) dx = j+”xl v | dx

- —o0

Pour éviter trop de calculs, il est commode de poser : X’
éléments de matrice diagonaux de X” sont nuls. En effet :

r a I
<WIX|‘M> OC"'( —"g)sinzﬁd.r ()
o = a

=X —af2 car, par syméirio, lon

a

‘:Vzi){'l'{fz? oc J-a(x—"zﬂ) sin® 2Er(h (
0
Il nous reste A calculer alors :

, a ) .
<y, IX 'V’2> = <y | x| 'I&>——?< W;I‘;’z> =—5—jix sin ira_x sin ijf’;'*m
0 i
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. 2 I6a2Y _ —l6a
<wxlv> :‘Z(” 8%) = 197
On a alors : <X'> = rx' Y (x) Ya(x) cosant dx
o
—16a
= cosah;£<ly,|X’|wz> = o cos wyp t
' ; a
Donc <X>,=<X>,+3-
a 16 :
<X > = 2 T om cos Bz

Remarque : ¢ <X >, représente le mouvement de centre du paquet d'onde.

& La valeur moyenne de I'énergie de la particule dans I'état | w(x, 1) > sobtient par :

1 I 5
<f1>: = TEJ + 'E—Ez = '2 E,
1 1.2 _ 17
ainsi que : <H!>, = ?Ez, + 5 E’i =3 Ezl
3
2 — =F
Ce qui donne : AH = N< H:> - <H > =75 E;

On voit que < H >, < HZ> et AH sont indépendants du temps, ce qui est évident car H est
une constante du mouvement.
4 Le paquet d'onde évolue de maniére appréciable au bout d'un temps de I'ordre de :

At = — (1 cause du terme cos @27 1)
Wy p
. 3 1
Soit alors : AH At = > E; -
3E,;
Compte tenu de (*),on a: W =
. 3 #_ Ok
Soit AH At = 5~ E; __3E1 = 3

Nous retrouvons donc la relation d'incertitude temps-€nergie.

Complément : Tracer les courbes correspondantes aux variations des
fonctions w2 (), wa® (x) et wi(X) Y2 (x).

1. .3 L.,2 : t
s eind da prebasiinss | s P = T Vi gV (x) + yu(x) ya(x) cos W2,

2 2 2.4 2 2 . ,2nx (%) Valx) = -Z-sinﬂ Sin'Zer
avec!p}{x}——-; sinz-a—; wﬂx}:;sm == L oyn(x) Wa = = e |
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Les courbes correspondantes aux variations des fonctions wf LW _«f el yu, sont tracées sur
les figures a, bet c.

A ' VA

AN

0 a2 a 0 a2 a
ligure a : Densité de probabilité de
présence pour le niveau fondamental (n = D.

= [

X

figure b : densité de probabilité de
présence pour [e ler nivean excité.

W (x) yo(x)

figure ¢ : Terme d'interférence responsable de I'évolution de Ia forme du paquet d'ondes.

19 - Pf:stulats de l? mécanique quantique appliqués 2 une
particule confinée dans un puits de potentiel infini.

1) _Trouver Iesqe‘tats propres et les valeurs propres d'une particule dans un
puits de potentiel V(x) = 0 pour 0 < x < a et V(x) = oo a ['extérieur.

2) La particule dans le puits précédent se trouve dans I'érat flx) = (a - x)x

pour O<x<a et $(x) = 0 a Iextérieur. Trouver la probabilité pour qu'un

résul{at de mesure donne la valeur E, & [Iinstant 1. (Attention toutes les
Jonctions d’onde doivent étre normées !).

Calculer numériquement en particulier les prababilités Py, P, P; et P,
correspondant & E,, E;, E; et E; : Conclure.
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3) Exprimer I'énergie moyenne de la particule en fonction de Ej, Ez .. et

Y —t_ =
Py, P ... sachant que Ea (2p + 1) - 96
Rappel :

.r (Ax**+ Bx' + C) sin x’ dx' = (ax? + Bx + ) cos x + (Ax + p)sin x.
a2

a, B, A, 1, u doivent étre calculés en fonction de A, B, C.
| Exytrait, Rabat, MP 2, Mai 1985.

; ' 2 (n r x)
1°) Rappelons les résultats obtenus (cf exercice 5] ¢a(x) = pr sin e

h n?
(0|l

E, = o n? (n enter>0)
” m a
2°) La particule s¢ trouve dans l'état : ¢(x) = Ax(a-Xx].
isati i ! e —xPdx = 1
1a relation de normalisation nous 1mMpose - 1Al _[0 2 (a—xP

’ 30
En choisissant A réel et positif, on obtient: A = p

fSO
donc ¢(x) = i x(a — x)

Les ceefficients C,, sont déterminés par la connaissance de v (x, 0): ¥ (x, 0) = Z,C n On (x)

Compte tenu de : j+a Q):, B, dx = dnm (5 : symbole de Kronecher)
(8] . -
“ 9. (1)
Onadonc: Cp= .L ¢, wix0) dx
30
dans notre cas , yw(x0) = ¢(x)= = x(a — x)

La valeur C, est, dans ce cas 1):

C =ja’\’2- sinn:x ‘\’3;50- x{(x-a) dx
n o a
= _\{%05_ I: x sin (P——I*ar—x') xfa—x) dx
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. [60 " e . famx a
Co =\= |a x si ( )d = 2 si ("”x)
pr [ ,[0 n 2 X o x°, Sin p dx
60
=‘\/a—5 (a I} —13)
avec I = Iqxsin (" Zx)dx et L= J‘a x2 sin (" ?rx)dx
(1] 0

a

Ces deux intégrales se calculent aisément par la méthode d'intégraticn par parties, soit :

g TN

1= i (rcos BEEY ) (%o (PEE) g - 2L (g
L = ﬁ(-zr + ;@;Jo’x cos(n Z2) dx
=D 2yt
11 vient alors : C, = \/—53_2“ % [I-(-1"1
ou encore Cc, = ;\f;ﬁ [I-¢-1)"1 @

L'état yr (x, 0) est donc égal A :

VE0) = 3. Cudu(x) = 3 B3 1y 1yny 4f2 B

= sin
n=l (P! R’F a a

= ‘\/%59'1(“—1) 0 <x <a )

Ce développement est celui d'une série de Fourier.

Comme il y a conservation au cours du temps :

I W O e j Y (5, 0) iz 0) dx = 1

—oa

donc "TlolP=i

- 1} — o - n2
soit d'apres (2) : E} ]6;‘]5 [z ‘;6” ] =7
' v H=(-D"2 _ =5
dou Z e = 240
* Si n est pair (n = 2r’) : U-(-1)"P =0
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% Sin est impair (n=2n"+ 1)z U —(=1) i =g

e 4 i =)
Lo 290 = % @mair -
w v i
S 960 = % @p+IF
g60 = 1 - lc lz
Qu encore . 1 = =7 p‘é‘,ﬂ Bp+ 1P B
(L L b)) @
1= 7:‘—(1 + ¥ + %3 + = +
=lgP + 1GP + 571 pem— )
orl c, P représente 1a probabilité P, d'avoir le systeme dans 1'état Dn-
: =1 P = 960 - E,
En identifiant (4) et (5), on obtient : P, = O
Pz = 1C2|2 = 0 > 152
960 I E
B3 = I-.CgF ST &~ 3
po=lol =0 - B

: 2t momianla & Pinstant £ est:
3°) @ L'énergie moyenne de la partitiiit €2

= 2
—3 Pn
<H>,=<w(x.1)lh'tvffxv‘)>=Z;E"lc"l .Z'JE"

& 1'énergic moyenne dans Téatgp est: <H>y = < ¢ (x) Ve ¢x) >

2
Soit d'apres (3) : <H>y = 3_:1 g, 1 c.l
) 240 (1 —(-1)"P
=_£} E, b nt

= 240 __4
=2, Epu 58 @p 1)

960 <« 1 ___
- 5 meir
E, Es; E;s _Eopet )
- B g T FIENT
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OrE,,=;;—“a2n2 = n2E,
Donge : | <H>,=%E,(]+-§;+ g—:-r...%%—%%* ...... )
- e 3w
En uti]isant:éo (}.’pIT])" 3 % , on obtient :
<H>, = 9;?—?— E, 9—7:=—1-22El=E,

? 20 - Etats d'un systéme de deux particules - E.C.0.C. -

Postulats de la mécanique quantique.

@n considére 2 particules de masse M n'interagissant pas enire elles et
‘soumises @ un- potentiel.  V(x) = ;— Mo? x?

L'Hamiltonien du systéme est donné par H = H; + H;, H; et H, étant
respectivement les hamiltoniens de la particule 1 et de la particule 2.

1% A quelle grandeur physique est associé l'opérateur hamiltonien ?

s EW

Donner fes expressions de H, ei H,.

2° On appelle |@.> l'état propre de H;, correspondant & la valeur propre
E,, dans l'espace des élais 5‘:, lpy> I'état propre de H; correspondant & la
valeur propre E, dans I'espace des étals 5‘; L'état propre de H est défini

par le Ket |@,> © |p,> appartenant & l'espace & = E, ® &, appelé
produit tensoriel de 5‘; et &5.

Les actions de Hy et Hy sur |Q,,> Sont felles que :
H ;| @np> = Ex | qo,_‘,>'ml E, =b(n +1/2) k @ et Hy |9n,> = E, | Qu,p>

o E,= (p+ 1/2) R @, n et p sont des entiers naturels.
Ecrire l'équation aux valeurs propres de H.

39 Quel est le degré de dégénérescence des niveaux d'énergie suivanis :

% @, 2k @, 3h w. Ecrire les keis propres |Q,,> correspondants a ces
3 niveaux d'énergie.

4°) Lesguels des ensembles suivants forment un E.C.0.C :
(H;)} dans & 2,{H.} dans &2,(H;} et (H;) dans &7, {Hi, Hz} dans &2,
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{H) dans &7 et (H 1, H} dans &7
Justifier votre réponse dans chagque cas.

5) L'état dn systéme d Uinstant ¢ = 0 est décrit par le ket :

ly(0)> = %(|¢a,u> + Qo> + l@91,0> * 1-;v1.:>)i
a) Quels résultats peut—on trouver quand on mesure I'énergie du systéme a
I'instant t = 0 ? Avec quelles probabilités ’
b) Méme question pour I'énergie de la particule 1.

6° La mesure de l'énergie a t = 0 a donné le résultat 2k o . .

a) Quelle est 'influence de Ia mesure ? En déduire I'dtat du systéme a
I'instant t quelconque. i ) )

b) Calculer é l'instant ¢ la valeur moyenne de U'énergie de la particule 1.

Agadir, PC 2, Mai 1987,

1°) La grandeur physique a laquelle est associé I'Hamiltonien est I'énergie.
2
; ! Loyt
L'Hamiltonien du systeme s'écrit:  H = E‘? (E-m w?X + I P )

2°) L'état propre de H est défini par le ket |g,, > = |¢.> @ | @,> . L'équation aux valeurs
propres de H s'écrit done : H| @.,> = E| @np>

(Hy +Hy) | @up> = Eu+Ep) | 90p>
Les états stationnaires du systéme global sont des produits tensoriels de la forme :

lg.> @ | o>

leurs énergies étant : Ep =E,+E, = (n+p+ 1)i ®

3°)4 n et p sont des entiers, le niveau fondamental est donc obtenu lorsque n = O etp = 0.

L'énergic correspondanteest: Egp = 7 @

Ce niveau n'est donc pas dégénéré.

4 Le premier niveau excité est obtenu soit pour = Jetp=0,soitpourn=0etp=1:
Ey =Ep=2ko

Ce niveau est deux fois dégénéré puisque A ce méme niveau correspond deux états différents

qui sont indépendants : | @z0> et | 9o >

@ Le second niveau excité correspondd n=2etp=0,oun=0¢tp=2,oun=lelp= J
Ey = Egp = E; = 3R0

Ce niveau est donc trois fois dégénéré.

@ Les kets propres | @, > correspondants A ces trois niveaux d'énergie sont :
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{| ‘F‘a.u}} . {l Po,1 > °l|¢’1.0>} . {|¢2,0>-[ Po2 > et | %.P’

4°) D'apres les propriétés de l'oscillateur harmonique & une dimension, E, est non dégéndid
dans &7 , et E, dans & par conséquent {H;) constitue 2 lui seul un E.C.O.C dans & ol
{H} constitue également un E.C.0.C dans &%.

{H;} ne constitue pas 2 Iui seul un E.C.O.C dans & car les valeurs proprey
correspondants 3 H,(E,‘ = (n + ';—) Hh m) sont associées & une infinité de vectoun

propres I @, p > (n étant fix€, p peut prendre n'importe quelle valeur). Le raisonnemont oxt
analogue pour {2} dans &

Nous avons vu 2 la troisiéme question qu'a un couple (n, p) correspond plusicurs vocteiiis
propres | @,,> de & ® & = & donc (H; + H; = H} ne constitue pas un 11,00’
dans &7 Par contre, I'ensemble des deux hamiltoniens M, et H, constitue, lui un [.C.0.C

En effet, il n'y a pas deux vecteurs | @np > qui aient les mémes valeurs propres, & In loiy
pour H, et H;. C'est pourquoi, le systéme de vecteurs propres communs & M, ¢t I, onl
unique (a des facteurs de phases prs).

{H; .H:} forme lui aussi un E.C.O.C dans & En effet, les valeurs propres do /1, ol H

. 1 : x
sont respectivement (7 +§) Re et(n+p+1)ho. Pour tout n, il existe plunicuiy
vecteurs | @np >, mais le vecteur propre associ€ 2 ' exige que l'on fixe de mémo p il n'y
a pas donc deux vecteurs propres | ¢, > qui aient les mémes vecteurs propres i li [ols A
H,; etH.

3

5°) L'état du systéme a r = 0 est décrit par le ket :
7
| w)>==- [| Poo> + |9or> + | @ro>+ | @, I
2

a) Les résultats de mesure de l'énergie sont les valeurs propres des vecteurs | ¢, «

constituant | w (0)>. Soit alors, % @, 2% @ et 37 @. La probabilité .92 d'obtenir comme
np
résultat Ia valeur propre a,, de 'observable £ correspondante est :

4 - i 2
e = 2 | <0, la0)>|

Ok g,,, est le degré de dégénérescence de a,, et [ cp_; > un systéme orthonormé de vecieniy

formant une base dans Ie sous—espace propre &% associé & la valeur propre a, pdedl
Soit : FHao=|<oslwo>f = 14
2
Fiw = <o lvo)>f +|<qolwo=l « 1

Frw = l<oulvo)s = 14
-9_fm+ -9?‘75@"'-—9?‘1&:1

Remarquons que :



¥
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b) Energie de la particule 1 :
E, = (n +é—)?im

et H, |‘#’(0)>2%(Eo| Poo> + Eo| @or> + Ei| @io> + Ei| 91 >)

' o 3 s
Les seules valeurs possibles sont donc £y = =5 e E, = 371 @ avec les probabilités
; 2 2 _
respectives : Tz, =< ol w(0) > F+ |<@ulw@>] =12
2
F=|<ou|vo>[ + |<ouly@>| =12

6°) La mesure de I'énergie totale 2¢ = 0 a donné le résultat 27 o = Ey; = E; . L'état dn
P,lyi0)>

Ve |Pa] w0 >

systéme juste apris la mesure est la projection normeée

de | W (0) > sur le sous espace propre associé i 24 w.

Soit donc : Po=|qu>< qos |+ | @ro>< 910l
i
Palw(0)> =5 [1oor>+ [gio>]
1l vient alors : ), g 1 1 1
v |Blew > =3+ 7=73%

1
d'oir 1'état du systéme est : !¢(0)> = -:J—_; [I Por1> + I Pro> ]

On voit que la mesure de I'énergie a perturbé 1'état du systéme.

L'état du systéme 2 un instant £ quelconque est donné par :

oL P

lom> =X Cypl0)e

np

—iEgiti B —iEjgt/ R ]
Soit o> =%[e Hror! | @0r> + € | 10>

i 5
Comme Ey = Ejo = 2w, alors:| | ¢ (¢} > = 2iot]| gou> + | 910> ]

Remarque : l o (0)> et | ¢ (1) > ne différent donc I'un de l'autre que par le facteur de
phase global e 2 iof Ces deux états sont phygiqaement indiscer‘nahles : toutes les
propriétés physiques d'un sysiéme physique qui se trouve dans un état propre de H ne
varient pas au cours du temps. Ces états propres sont appelés pour cele raison
états stationnaires.

b) La valeur moyenne de I'éncrgic de la particule 1 est donnée par :

B |
% i
L
B3
Y
L
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Compte tenu de 1a remarque précédente : <H; >, = < H;>,

Soit <H,>y=<¢(0) | H,1400)>
; .
=§‘[< eorlHl@o, > + < @ 0lH, 1o p> + < eolt g0 >+ < @ 0lH, gy, }]

:é- [Z2he + 2hw)]

Donc < H;>p = Zho

21 - Postulats de la mécanique quantique - Ensembles complets
d'observables qui commutent : E.C.O.C.

On considére qie I'espace des élats & frois dimensions est rapporté a la

base orthonormée {|\ u;>} i = 1, 2, 3. L'Hamiltonien H et deux
observables A et B sont représenides par les malrices :
1700 reao 210
H=Hhw,| 020 A=aqa|? 01 LB=b |1 00
00 2 610 001

Wy, a et b sont des constantes réelles positives. A [Iinstant t =.0 le
sysiéme physique est décrit par :

1 I i
)

lur > = le> + =— lug > ——= |

et 2

1°) a) On mesure & Il'instant inifial I'énergie du systéme, quelles valeurs
peut—on Ifrouver et avec quelles probabilités ?

b) Caleuler dans I'état |w(d)> < H > e AH.

29 a) Au lieu de mesurer H & Pinstant t = 0, on mesure A. Quels sont les

résultats possibles et leurs probabilités ? Quel est le vecteur d'état
immédiatement aprés la mesure ?

b) H et A forment-elles un E.C.0.C %
3°) Calculer |w(t)> a [I'instant t.
4°) Calculer les valeurs moyennes < A >, et < B >, de A et B & Vinstant 1,

5° Quels résultats obtient—t—on si l'on mesure & l'instant t l'observable
A ? Méme question pour I'observable B, avec quelles probabilités ?
Retrouver < B >, en uwtilisant les probabilités.

Extrait, Casablanca I, PC 2, Mai 1988.
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'La probabilité qu'une mesure de H donne fi @, est K

1°) a) L'hamiltonien H est diagonal dans la base {] w; > b ug>Nus >}

Les résultats possibles de I'énergie sur une mesure de I'énergie sont les valeurs propres de H
qui sont: 7 @y (valeur propre simple)} et 2% ay (valeur propre double). .
F =<y |1,Lr(0)>|2=2—

La probabilité qu'une mesure de H donne 2% wpest F5 : ,
2
%z](ugqu(w}lz+|<u3|w(0)>i =5

b) ¢ La valeur moyenne de I'énergie estdonnée par:  <H>, = < R AR (K

Comme H est diagonal, il n'y a que les termes diagonaux qui ne sont pas nuls. Il vient
alors :

<H>g=§;|£;]2<l¢,’iﬂiu£> ='2'“ﬁﬂ'.}0 + p] 2h wy + 2T wo
i=

< H?>p =—23- Howy

Py - _ 2 e 2
& L'écart quadratique moyen est défini par : /AH = V< H? > < H >?

1 2 I( 2 2)
Avec <H?> =l<lp’(0)IH2|l,V(0)> =2—T12cq; + 7 4ﬁ%ay+4ﬁ20b

2
5 2 9 2 hlay
On en déduit : “AH? = E—‘ﬁzrq; --Z—ﬁzm, = 7
H wo
Soit : AH = >

2°) a) La matrice représentative de A dans la base {luy >, | ug>,l uz >} s'écrit :

100
A=al 0 0 1
010
Les valeurs propres de la sous-matrice non diagonale sont A4 ; telles que : A2 =0
Soit : : A;==2a
et les vecteurs propres correspondants s'écrivent aisément :
lp,> = il [l uy> + buy>] & (valeurpropre +a)

V2
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7
IIP_:' = —ﬁ* [I Uy > - I U3 >] [ ] (valeur propie 1)

’ P> = ' i > > (valenr propwe 14)
Les résultats possibles lors de la mesure de A2 £ = 0 sont +a et —a avec les probabilitdy &7
et .97, telles que : Fo=l<olyoy>|? et Fw]- I

Notons que I'état | y(0) > peut s'écrire en fonction des | ¢; > :
IW(0)>=L | 00> + i > i
. o ( 0 [ o ) (h

Il vient alors : F

c=l<elyo>F =4
FA=1-7, = —2‘1
¢ Si la mesure de A a donné (+aj, I'état du systéme immédiatement apres Ia mesure oul fe
P ly(o) >
Vew) [P lwo)>
oit P, est le projecteur défini dans Ie sous espace associé a la valeur propre (-+a) engendid
| 90> et | @, > . Soir: Po=|g><m| + |o><o,]

ket normé I ¢.> =

P..'V(O)>=%|tpg> et <y |P,w)> «

]

D'od |¢a> = I%) & un facteur de phase prés,
4 Si la mesure de A a donné (—a), I'état du systéme juste aprés la mesure est :
P Q) >
I¢—a>= n!'l’() B Pnzl‘f'"‘l'l
Vv |2 y0)>
Donc P ly@)> =—=—]p. > a N<w|r 0) > m =
ey | o vl Pl y) > T

11 vient alors : f o> =1 | ¢ > Quencore |¢ ,> = | @_> & un facteur do phaee pibs

b) Les vecteurs propres communs 4 M et A sont donnés par :

valeur propre de A/ | valeur propie dis A
I > = [u,> %oy a
lo.> = :,%[l uy> + | us>] 2h @y a
7 ‘
I{o_>=7_;[] Uy > —‘|u3>} 2R ayp a




448 MECANIQUE QUANTIQUE

On voit sur Ie tableau que H a une valeur propre dégénérée deux fois (27 w,) et B a elle aussi
une valeur dégénérée deux fois (a). Donc, aucun des ensembles {(F)} ou {(A)} ne constitue
3, lui seul, un E.C.O.C. Par contre, T'ensemble des deux observables {(H, A }} constitue,

lui, un E.C.O.C car il n'a y pas deux vecteurs | ;> qui aient les mémes valeurs propres, a
Ia fois pour H et A.

3°) L'état du systéme 3 un instant ¢ nltérieur est donné par :
| w> = 3 C.(0) eiEn!T | >

En utilisant le tableau ci-dessus et I'expression de | w (0) > (1), on obtient :

_j!__ [eq‘mgt i P> + ie -2iwg ! !‘(P->]
2 §

lw) >
\ 2

. [ 7=
L [e"“"' | g ¢ @-t0Er-gl | p.s ]

‘\(_2‘

Qu’on peut écrire autrement en supprimant un facteur de phase global (€ =0 .

G T
i'F(l)>OC—'\[2i—.—[i¢o>+e"‘(”0'*?} |qo_>] @

4°) @ La valeur moyenne de A est définie par:

<A> =<y lalyo>
& T i
zz_J[(< Po | + g HEEIH ) o ?_]) A (I Po> + e_‘(mo’+,2ij |<0,>)]

=31-[<¢0]A‘¢0> + <‘P-|A1¢->]

t . t

Soit alors : [<4> = o]

& Tl est facile de remarguer que B est M ne commutent pas et donc B n'est pas une
constante du mouvement : le résultat de < B >,va dépendre automatiquement du

temps.

Ecrivons : | y(2) > en fonction des | u;> :

Cw@> = TC0 e T fu,>

e -2iogt

V2

AR Raad e b b

I
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Ou encore ! vi)> o oS [ :
o s +-2—(qu> ~lus>) = En: Cot) | u, =
- ’ % ‘mm
avee Ci() = i lu; > : £ :
_ G W i Gl =5 o=

La valeur moyenne.de B 2 Finstant ¢ est :

<B> =<y lBlyw> = 3C.Cl<u 1Bl y>
Ef ;

Avec <u; B> = 3 i
- ;> = By les €léments de matrice de B dans Ia base des lu ; >. Les seuls
sont : < uy |Biu2>=<uleIu,>=<u3!B|u3>%I;
Il vient donc : 5 “
<B> =CCiBp+ C,C, By + Cy CBss

Compte tenu des définitions des C;, on obtient :

[ e-iog

an-of TE 0 () L (9)(H)

<B>‘== 1 efﬂbf — e—l'mal 1
NG 2 -

~ 7 1
<B> =b(4 + = sin @yt )

La valeur moyenne de B oscille alors entre b(i - ___jr_ et b . —-1,—
57%) @ Les résultats de mesure de A TO
B e e ! a¢ > Osont (a) ou (— a) avec les probabilités

tlﬂ
*Fo=l<p lywsP =12

@ Les résultats possibles lors
, tats de la mes
la diagonalisation de la sous—marrice :l!;e Bd?ifnns.;n;t:

Il

<oy lym>F + l<glwmsF = 112

L]

s valeurs propres de B. Pour celd,

vecleurs propres cerrespondants s'écrivent aisément : b s RIEars Topice. Lot
s o
i¢+>_ﬁ[iu,>+|u2>] P b
bfin ==L [l |
s " ur> — | uy >] 3 —b
lgy> =
@ > [J Uz >] I3 b

Lot probabilité de trouver la valeur (-bjest: %, = l< o’ |y P
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En utilisant (3), on obtient :

. 2
ei‘lb‘ , _E_ » =1 }l
ﬁb=l<w_-| \fz_ u,>+<¢’_|2uz>+<¢f—|2ﬂs

2

I

l_.f_i_&y__ . 12 =71- cos wgt —i { _\f—;—""‘s""c"o")l

2 2

A 2 ot + (== sin @i )Z—J
v [cos | Wot + '\G

5 sinag
SDil: B -92—_ b = 8 2‘\!2—
Nous avons : F+ F, =1, on en déduit 75 :

s sin oo
i
4 En utilisant la relation : <B> = g, bp 5{“
. ’ ;

35 sin gl _b__i_'_+51nw0)

On obtient : <B>‘=b(8 + ———-2\[2_) 3 —-—215._

0 - sin @ot

L
et B (4 2

!

c.gfd

d\/ " 272 _ Postulats de la mécanique quantique -
Mesures simultanées.

i & . " o SF
On considére un systéme conservatif a (ireis niveaux décrit p

8 ntés par
I'hamilionien Ho ; les trois Stats de base du systéme sont représe B

c la méme
les trois vecteurs 91>, |¢2>, 93> Stats propres de Hy ave
valeur propre Eg.

Ho lo;> = Eg lo1> § Holes> = Eo le> ; Ho los> = Ep lps>

les différents états précédents est déerit par un

re i .
Le couplage enk les seuls dléments de matrice nom nuls sonf :

hamilionien V dont

A
<@V igs> = <@z |V 9> = <@ |V lgs> = <@z |V 91> o

ol A est une comstante réelle telle que 0 < A< Ey
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1% Ecrire la matrice représentant I"hamiltonien total H = Hy + V danys la
base {|¢,> > le2>, |@s> }

2%) a) Déterminer, en fonction de Eqy et de A, les valeurs propres ¢, &g,
¢, de U'Hamiltonien tofal H (remarquer que 0 < e.< gy< €,)

b) Déterminer Ies kets propres carrespondants aux valeurs propres que
I'on  notera respectivement lw_>, o> et |wv,> ef que Pon exprimera

dans la base {l¢1> > lez> , loz> }

4%) Le systéme est & Iinsiant t = 0 dans Uétat |&70)> = l@s>,

a) Déterminer I'état du systéme & un instant | ultérieur que I'en notera
|#0)>. Le systéme a—i—il évolué ?

b) Calculer la valeur moyenne de H dans U'état |§7!)>.
Ketrouver la définition classique d’un sysiéme conservatif.

47) Soit l'observable A dont la matrice dans la base {iw’_>, Iv:fg?, Jyr > l

-a 0 0
ost : a 0 o
0 @ +a

St on mesure simulianément les observables A et H & linstant o

~ L'état du systéme étant Ié‘(”t)), quels résuliats peut-on frouver ef avec
quelles probabilités ?

59 On considére U'observable B dont ila matrice dans Ia base

b 0 0
{1v_>, lye>, ll.zf+>} est : B =.(0 0 b

kﬂb(?)

a) Si I'état du systéme @ !llinstant t = 0 est :

1 1 I
|&T0)> = "ﬁ ly_> + iy lwo> + 7 lv.e>

«f si on mesure I'observable B, guelles valeurs peut-on ftrouver et avec
quelles probabilités ? Doit-on s'attendre a ce résultat ?
b) Déterminer [I'état ]3"(:)> du systéme & wum instant ¢ ultérieur. Le
systéme a—i-il évolué ?

¢) Quels résultats obtiendra—t-on si I'on remesure & {'instant ¢
Fobservable B et avec quelle probabilité ?
Retrouver le résultat de la guestion a).

Méknés, PC 2, Mai 1987

1°) Sur Ia base | @ >l w2, | @3 >, la matrice représentant H = Hy + V s'écrit ;
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A A
E, — —
2 2
2 0
H = ﬁ Eo avec0 < A< E
A
e 0 Ep
V2
-2°) a) Les valeurs propres cherchées sont racines de :
Boma e A
R ANt
A
Dét “‘J‘E“" Eg - 4] =0
A
- 0 Eo—«
V2
(Eo - ) [(Eo- a2 - 47] =0
Soit g =Ey ; £ =Eg—-A ; & =E;+2
On voit que : 0< €6 < & <&,

b) Les kets propres correspondants aux valeurs propres £, £, £, sont notés
respectivement | y.>, | yp> et Ly, >

& On faitagirle ket w.>= x| ¢;>+ yl > + 21 @3> sur la matrice représentant
I'Hamiltonien H :

g A A
* 2 V2 x -
" _

H=| 3 E 0 y | =E-AM] ¥
A . z
2 o E
vz i

# i

Epx +7.ir—{y+z)=(Eu - A)x

b, -—.J;h:;c‘i-Eoy:(Ea—}-)y

A

——x + Egz = (Eg— A)z

OE-
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On en déduit : x=N2;z= -2 ¥

Soit ) x=1 =l o = =L

H y = v z =
vz Nz
1

% 1
Leket ly.> = = |¢,>—2—(]q:2> + |os >) correspond donc 2 Ia valeur (E, — 1).

# On fait agir de nouveau le ket | y, > sur # : Hly,> = (E+4) | y,>

On en déduit facilement : x=V2z = V2 y
filic 1 1
Soit lv+>=——5ui¢l> +-2-(I P> + | 93>)
# Par un raisonnement analogue on obtient * = - i
g“ e l%> ﬁ—(|§°2>—|¢3>)
En résumé, on a -
==t 1
(1) lyc>—\j?.1¢,>~§—[|qo2> +|¢3>] — € =Ey- 1
1
@ qu0>=—2—[l¢z>~i¢,>] — & = Ep
3) lw,>=—ll¢>+—1-{| > + 1 g;>] = F,
= 1 3 (7] P et g =E+41

3°) a) Le sysi®me est & I'instant ¢ = 0 dans 'état | 870)> = | ¢, >.

Exprimons d'abord | ¢, > danslabasel w >, | yp>, |y, >
|5"(0)>=|ep>=—]l > + | > 4
/4 'JZ_ [ V— V-r ] ()
A un instant ¢ > 0, le systéme sera décrit par le vecteur | &71) >:

2
| &> = I;C.(O) e—EntlE | yr

o i ; .
Soit : 180 > 2@ (e _'(EG_A)‘IEIVIL> +e—i(Ep+ A) /% W+>)

7 z . :
|g?,)}=:f__5_e ...15:9:.'5[3 ;A:lx[v,_> + e—:ﬂ.:fﬁlv+>]

Ou encore 4 un facteur de phase global prés :

lgt);‘oc_j-—g [Ilp‘_} w g 2HTE | W+>] ©)
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Les valeurs :
propres sont : b, b et —b. Cherchons les vecteurs propres associés a B

e e 2! B entre le ceefficient affecté au

La présenée du couplage (V) introduit donc un te
# Il est facile de remarquer que B |y > =

b [ w_> ; donc b est une valeur propre associée

Les résultats de mesure de ff et A simultanément a l'instant ¢ donnent les couples suivants ;

ket | y, > le systéme a donc évolué au cours du temps. | |l
au vect j
b) Par défintion, la valeur moyenne de /I dans rétat | &) > normé est : * Nou:ur ! Uf-;
. avons d'apre . )
E—— _ sdapres@4): Bly> = bly,> e Blyys = b]y>
On en déduit - B[l v, >+IW ] [’ ]
_ 0 _>] =B >+ |
vt selee 751_[,,,.__;,| E p “2ikI T ] ‘ b Vo W, >
Dapes6):  HIEW> = = LE -1 po> + (g + ) V. > s onc b est une valeur propre associée au vecteur propre | w, > + | -
norme a l'nnité, devient |¢.- > = ! [' W + | o] "V
» /]
Or ; <é‘ft)|=-‘—l—[< y!_l+e‘?'lz-fﬁ<yf+l] 91 e 2 e >
S F ¢, > associé a la valeur propre (-b) se déduit facilement du Fait que :
. _ z <tle>=1 ; |
.11 vient alors : <H>,=2 [(Ea -1) + (Eg+l)] ¢'2[¢2 F) 3 <¢2l¢1>=0 et <¢2I¢_> =0
‘ Soit : 1
F:.H>, =Eo_| . i%>=ﬁ[ly’a>*fy/+>]
4°) Soit I'cbservable A dont la matrice dans la base {] v.>, | wo=. | v, > }est ; m On peut vérifier aiséﬁ ;
ent : =
a 00 En résumé g
“n résumé, nous . _
& avons: BEV->~—b|WA>; B|¢,>=b[¢1>; Blg> :7b|¢2>
Avec 1
00a ‘ i r¢:.z>=_ﬁ[|y/o>i|w+>]
On voit aisément que HA = AH dong il est possible de mesurer simultanément A et H. a) L'état du systéme 2 I'i 1
. me a I'instant ¢ = ; .
Les vecteurs propres communs A H et A sont donnés par : 3 te=0est: 1 &0)>= == V> + : lyp> + L |
- qu'on peut écrire en fonction des V2 & 2>
valeur propre de H valeur propre de A des vecteurs propres associés A B :
pe= 1870) > = L
1y > g = Ep—4 —-a Si g gf(o)>_ﬁ ["i’->+|¢, >']
1 W > iy 0 on mesure I'observable B, la seule valeur bl .
dégénérée 2 iz possible quon peut trouver est b
i & = Eot A 5 générée deux fois assocleeél > et J @ >) avec la probabilité % (valeur proprs
F= | < y | &70) > |2 P
(e.,-a) ; (g4 a)-Les probabilités correspondantes sont - o A AP ) + < 1 &10)>2 = 1
- - avec une probabilité égale A 1. € B ne peut donner que la valeur # A coup siir, donc
3—r"_“j(E_ ~a) = (__)2 =5 ,
: 2 . b) L'état d 2 ’ "
NP I u systtme | & (1) > aun instant £> & est obtenu en utilisant la formule général
-I__ 2iat w12 _ L g?{j) = —iE 1t/ Rk £ e
Preyra = LE ¢ -3 ( LCa(0) e Jyp>

1 A
r_-—e—‘(Eo—l):/ﬁ I i
IW’}"LEE RO w>+%e—"(ﬁa+wuﬁ|%>

L
5°) Considérons l'observable B dont la matrice dans 1a base {I lp'_>,1 Yo >, l L1738 >} 75
est : . : z
b 0O .
= = A 5 —iEpti & iz '
B={00Hb @ T T [‘f{ U y_> +Lfy,> ot BB
0 b0 V2 vz Vs

%
i,
=
v




456 MECANIQUE QUANTIQUE

) > € g 0 d].f ent T'un de ]3. tre i)al de. e HM /K af[ tes aux
I ép ( ) t | ( ) > fer: L1} s termes €Cl
fficiel Q’I > ¢ .Le systélne a donc évllhlé-
ceilicy nts dC I t | L' >
) .
C Si Kmesure tant ¢ l(lh € al)le , 0 11} eb ou b ave lcs pr()b bilités

”, 2 ‘ z
Fb) et F-b) telle que: F(b) = | <y |&w=F+l<al&w>]

A

ur

&> =

| T MIH

‘W2

I<Wl3"(t)>+<ly+1§"'(i)>l

D'autre part : | <¢!1gp,m>|2=(

i

g

];—(l+e'wm)|2
., At 1 A

1 oM
Soit alors : F¥(b) = 7 1+ cos? o3

I

o~ N~

s P =L |5""(r)>—<¥f+1g’m(‘)>iz
peby= <& 1&EW>F =5l<w :

1 1 iR 2
=3 l E(I +e ) l
At 1 ., A
i"-(‘I—cosﬂ'—r 2 4 sin2 | =7 sin? 2h
=8 LYy fi 1 2
. b) = L sin? A
Soit donc F%(-b) = 3 % n
iti de B donne indifféremment & ou
i i 1 babilité pour que la mesure
On vérifie aisément que la pro q
es?égalehl: Fb) + b)) =1 N
‘Sit=0: caﬁ%-—-.! et sinzi;%'=0

3 d ? b = 1 L ﬁ _b = 0 1 (] VOIS UOIlVéS ala
Il vient donc el - éSﬂlm[S quu nous a

( )t o
L ( )i‘-o

question 5°)a).

é : - ble
23 . Mise en évidence de Ia fréquence de Bohr Observa
k. dépendant du temps.

ar s ) H X ayanf pour
= ”f a frals niveal i
N & uantique conserva : normes
On considére un sysiéme ?u >, uy>et|ug> les états propres
hamiltonien Hy. Soient |u;>, < E;< E;.

se E
de H, d’'énergie respective E;, E; et E;. On suppo 7

[ e —
[T—

EEREERE
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1) L'état du systéme a linstant t = 0 est donnd par

1 '
0> = — Ju;> -_ >
lw o) =Gl i |
a) On mesure ¢ cet instant I'énergie du systéme. Quelles est la probabilité
de trouver la valeur E; ? Dans guels éiats peut-on trouver le systéme lors
de cette mesure er avee quelles probabilités ?
&) Calculer Ia valeur moyenne < H,>,. dans I'étar wo) > .

¢) Déterminer, a partir de lw(0)>, rstar lW(t)> du systéme 2
Liétat [yw(0)> est-il stationnaire ?

$
!!) Povvor_wnes

feuvez-veus préveir sans calcul la valeur moyenne< Hg>, d I'instant 17
2° On considére I'observable D attachée ce systéme et représeniée dans
la base {|u;>,|u,>, | 3>} par la matrice dont les seuls éléments
non nuls sont : <u;|D|uz>=<uz|D|u;>=d
a) Cette observable est—elle uen constante du mouvement ?
b) Calculer d I'aide de I'étar lw () > déterminé a

& la premiére guestion lg
valeur moyenne de D d Iinstant ¢ Donner le résultat en Jonction de
E;-E,

7 .
En déduire Ia Jréquence suse
systéme (fréquence de Bohr).

ie
Vinstant &

@ry =

eptible d'étre émise ou absorbée par le

3°) On suppose maintenant quele sysiéme est décrir par U'Hamiltonien
H(t) = Hy, + Hy(t) o Hi(t) est une observable dépendant au temps.

a) Ecrire I'dquation de Schridinger qui d'écrit Uévolution dans Ie temps de
'état |y(t)> de ce systéme.

b) On pose |w()> = e -iHot /I & {9(t)> ; quelle est I'éguation d'évolution
dans le temps de I'érar lo) > ?

¢) L'observable H(t) est représentée dans la base {|u,>, lez >, lus> )par
une matrice dont les seuls éléments non nuls sont 3

<z |H () |luy> = <u, 1H300) luy> = @, sint on @; esf une constante réelle.

Par ailleurs, Ia décomposition de lo(t)> suria base {lu; >, 2>, s>}

s'éerit : |o(t)> = a8 luy>+ axt) |luz> + az(f) |az> .
Déterminer & I'aide de Ul'éguaiton trouvée au 39 b),
différentelles satisfaites par o (), oi(0 et az(t).
(E; — E;) _

7 = W3,
On rappelle que si A |u>=a lu >, alors : € A |u>

le systéme d'éguations

On posera

=€ |u >

4°) On suppose que a;(0) = a,(0) = —1--; az(0) = 0 et on propose
vz

d'intéger le systéme d’équations précédent. Pour cela, on admettra que l'on
peut négliser dans ces équations les termes en -



H
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Ou encore, en suppriment un facteur de phase global € —E1¢/ % ge

¢ ito+©32) of @3 — (E; - E) I W ef que ® = @33 IW{U.‘»:

I 7 Montrer alors que : I'F’(U> oc ——[! My & @ =oars l #2 >] )

| s gl @t V2
‘ 1 I | @it ) = —|— sin £, -
il L Rl @2 = T % Tam g 42 2n g T s ZEEJ

En déduire |w(0)> ; cet émt esi—il normé ?

Ll — L'état | w (1) > introduit un terme € <27 ! comme ceefficient du ket |

1y > (différent de celui

affecté a | u; > ). L'état du sysieme a donc évolué.

d) Appliquons le theorcme d'Ehren fest 2 l'observable H, -

N 1°) La matrice représentant Hp st diagonale, elle s'écrit dans la base {Iu, >, l uy >, [ uz >}

par -

4 z !

N i,_dt<H"> = 1f’i-<[z‘;l',3,1’7{g]>+<-'-:__k—0>/'

I ! H = Ez & 4 " ] .

4‘ ’ " H, ne dépend pas du temps, donc BaHo = 0. Donc: -d—<Ho> =0
¢ de B

It Es
Il

i Supposons qu'a l'instant ¢ = 0, le systéme soil ?ans I'état :
;‘ ! (0)>=—(lu1>+|uz>)
| ¥O> =1

On en déduit < H, >, est une constante, Soit:J_< Hy>, = < Hy>y5 = (E; + Egﬂ

2°) La matrice représentatrice de I'observable D s'écrit dans Ia base {lu>. ] w>, ] u5>)

| ‘I‘ a) @ | u; > est le vecteur propre de Hy correspondant  la valeur propre E; (non dégénére). ke
L
La probabilité de trouver Ez jorsqu'on mesure Ho sur le systéme daus i'éat [ w(0) > vaut: et B
2
) = | <uws lw(0)>1 = o

a) Nous pouvons vérifier aisément

que [ ne commutte pas avec H,, don |
constante da mouvement. P ” R

€ Le systeme peut se trouver 2 t = 0 dans I'état l u;> ou 1 u; >. Les probabilités

correspondantes sont :

b) La valeur mi de D ¥ i 'obti
1 0 2 oyenne de D dans 'état | y (1) > (équation (*}) s'ob 5
Py = | <u lw@> F=% ; T =l<w |lvorl=3 SRS

<D> = < y(1) ED| vf{l}>

b) La valeus moyenne < Ho o dans Iétat | (0) > séerit:< Ho>p = <y (0) | Hol w0) >

soit [<Ho>o = E; + B |

=§{< u,|+e‘ﬂ’21'< Uz {]D[Iu,>-+€*i"-’l’l‘|llz>]

stant £ est obteni-en utilisant la formule générale : i) [<w|D > +< w1 D liz> + <ty | D |u; > ¢ ez 14 <tz D fuy > € 021 1]

¢) Le vecteur d'état | (1) > & Tin

) 1 . ;
{ | v > =§-C,(0} € —Ent!F | u,> W [ﬁ.)‘+o+d(e_l%”+em“”]

|

| i — —-ifgtlh )] 804t - -
‘ ‘ ‘ soit : ; | wn > = e [e- BT Ly & ¥ uz g | l< D > = dcos(wy U_I avec @y = %‘
‘\‘f! L _p—iEpr [l u, >+ e-i(B2 - Bt/ | gy >]~ O“C“déd“‘”ﬂVﬁlemdﬁlafféqtlencedeBohr e e Tty
‘ | } I y(t)> = "—2 € 1 N i S I 2 = 7 .

e L

[+)
3°) On suppose maintenant que le systéme est décrit par 1 ‘Hamiltonien & (z) =Hy + H,(1)
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a) L'évolution de | v (1) > en présence de H; (1) est donnée par 1'équation de Schrédinger :
_ e ——

L lym> = @o + Hi) > )

b) Sait : | yi)>=eHot ' | @) > @

Calculons :  i# %lwgp w0 % [e -iflgt 1% | @ (1) >]

_ [(—i:fo) e -iHot 1 | g (1) > + & ~iHot I 7 %l ¢(r)>]

- Hye-Hot/T | gy> + ik e ot/ T %!mzp

Calculons : [Ho + Hy ()1 | w(1) > =Ho e-Hot I F g > + Hy(r) e Hot' | o>

On en déduit d'aprés (1} :

in e ~Ho' 1% :%I @ (1) > = Hi (1) ?_;ﬁlidi“'f g > 3

<) H,(t)cstreprésemédanslabase {] uy >, l Uy >, | U3 >}parlamatrics:

0 W, sin ot Q
Hyit) =] 0 0 w, sin wt C)]
0 0 0

Par ailleurs la décomposition de l @ () > sur la méme base s'éerit :
o> = o |w> + w@|w> + a®u> O

En utilisant (3), (4), et (5), nous pouvons écrire 'équation de Schridinger sous la forme

p d d
it e “Hot! R [%a,(tﬂ uy > +a_-a2 (r)l Uz > + Ea;{z}l u3>]

—tyme-Hoit T (ay(n) | wy> + oa(t)] ua> + @ (] us>) ©

Projetons I'équation (6) sur les vecteurs d'états | > | o> et | us >, nous obtenons :
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4°) @ L'équation (7) permet de trouver -

Soit avec @y,

me-Ep sy 94 (0
o 0]

et n 40200
dr

a;z(t) e ~E3t! B g, sin o ®)

iti e —E3zt ! & das ()
dt

Cy(1) € “E2: 1 h @y, sin g ©

aft) =cle = oyf0) = 22—
. = ®
® Les €quations (8) et (9) peuvent s'écrire : &

de; (1)

i ——2 ik .

L & = @3(t) w; sin wr e ~(Ez-Ezjt/%
dog (1)

i dr . = @2 () @) sin wr e (B3 -Ez) il

_Ei-E
"¢

dos (1)

if & = @i(t) o; sinete ~ozee

Or sinot =

On admettra que I'on ;
peut négliger dans ces i ‘
W = @3 . Soit : €quations les termes en % 1@+ @32) ¢t que

do (1) _ —a; (1)
dr n P : (10)
dos(t)  +ep (1)
dt 25 @1 1D
Dérivons (10) par rapport au temps : d2:j2 “ _ L7 dos() _ - .
dt T am %2l
Ou encore : &y (1) @

doj (1)
i a = @ (1) @ sinwt e +ioszl

ioft _ o —ior

37 ; ces équations deviennent ;
do, (1) as(t) @ ;

ik 2 = b ! [e i - w3 - (o + wgg).l]
dos(t) o5(t) @ i

ik L = Uz = I [e o+ o3p) e —i{m-—ﬂ)_gz)l]

a2t gz () =0
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o ot 12)
La solution d'ane telle équation est 0z(1) = A sin >h + Beos A

1
=B ===
orat=0 <. 10) V2

Dérivons (12) par rapport atet utilisons l'équation (10) :

Wt @
daﬁ (” s G_J::_ [A coS %— B Siﬂ 2_"&'] = "a.? (l) 2h

&  Zh 2h

Leos 28 _ pein 28 a3
On en déduit : o (t) = Acos 25 — B ?ﬁ
Orar=0 o(0) =0=A .

i mpte des valeurs de A &
expressions (9), (12) et (13) deviennent alors en tenant Co
TR 2 1 Bil o () =— L sin a;_!_;
oy (1) = E z oz (1) = -1J=2 cos Sg— W

On en déduit I'état | i) >:

.yt
@t _ L gin O Jus >
cos Sz |r.t;> 5 21

1 .
v (1) > :T—z-lu;> »r"‘,E

11 est facile de montrer que | w (1) > est normé . 1
i 1 gt ., @ ) _
<w)ly)> = 5+7 [':os2 T R <5

& : iac NHz (systéme a deux
; la molécule d'ammoniac ! i
o E“:::ie:flx) . Influence d'un champ électrique.

K
ecu!e d'ammontac “‘i a la fﬂ!l‘l‘le d'une Py? a"llde a ba €
,‘,a mol 3

triangulaire @ A
i
zﬁ H v .
LJ
138 1 N
l 12>

1>

ns
'atome d’azole se rouve da

ol ™ b -
'une des deux positions symélriques p

EEEEEREEEEEEEERD
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rapport au plan des atomes d'hydrogéne, Ila molécule NH; possdde un
moment dipolaire électrique permanent pouvant prendre les valeurs :
S5 = =+ g 3§

z -

1°) Nous supposerons que les états de base nécessaires pour la description
de la molécule NH,; sont :

() e e ()

af que dans cette base son hamiltonien est :
{" Eu - W -\

" hew oy )

Déterminer U'énergie des états stationna
dans la base {| 1 >,12 >}.

Es, w constante e IR+

ires de NHj; el exprimer cony ol

29 Expliguer pourquoi dans la base {11 >,125), I'ebservable 1,
associée 4 la mesure du moment dipolaire &, de la molécule est :

a 0
2= o a)
0 - d

3°) On suppose maintenant que la maolécule est placée dans un chamip

_4
électrique statigue £(z) paralléle & oz. On rappelle gque classiquemaoni

- 3 - = ra s ﬁ
I'énergie d'interaction d'un dipole électrigue 5 dans un champ dlecirique
-} = =
£ est : u = - § | ¢

Construire dans la base {| 1 >, | 2 >}'hamiltonien de la molécule NI,
H

dans le champ & en Supposant que celui-ci est la somme du hamilionlen

My et d'un terme d'interaction obteny en remplagant Ie moment dipolaive

par lU'observable convenable dans 'expression classique de I'énergic

4°) Déterminer I'énergie des nouveaux états Stationnaires de Ia molécule

dans le champ ?

.ﬂ
5% On suppose maintenant que le champ £(z) est faible (ed << w)
? présente un gradient dans la direction zZ.

Montrer que des molécules NH; dans des états stationnaires différents sont
soumises a des forces oppoesées que l'on déterminera.

maiy

. Tétouan, PC2, Juin [9K4

17) Si I'on veut trouver les valeurs propres des états stationnaires de NH,, il faut alors

} Ey -w
dingonaliser I'opérateur hamiltonien total Hpy, dont la matrice s'écrit : H, = [ » )
-w Fy



464 MECANIQUE QUANTIQUE

Un calcul élémentaire donne les valeurs propres de Hp : dét |Hp— ATl = 0
soit (Eg—AF —w? =0

E,—w correspond au ket propre | o> Ep+w correspond au ket propre o>

avec !¢;>=rj§[|1_>—12>] et |¢2>=~J~§[|I>+!2>]

2°) Sous I'effet du couplage Ia molécule d'ammoniac s'inverse de manigre périodique. Donc,

e moment dipolaire ¢lectrique de la molécule dans les éats | 7 > et |2 >, prend deux
valeurs opposées notées +d et —d. I'ohservable D, associée A la mesure du moment dipolaire

§, de 1a molécule est représentée dans la base{l I1>,12> ] par une matrice diagonale
dont les valeurs propres sont +d et —d :

d 0 ~
o= (o —a)
0 -d

3°) Lorsque la molécule de NHj est placée dans un champ électrique statique ? parallgle a
Oz, Ténergie d'intersection avec ce champ s'écrit: U=—¢D
Ce terme de Phamiltonien est représenté dans la base {| I>lz2> } par la matrice :
- 1 0
Ufe) = ~d£(0 _1)

Ecrivons donc la matrice représentative, dans la base {1 15, 12> } , 'opérateur
hamiltonien total de la molécule Hy + U(g):

H=HO+U¢’3)=L

Ep—de -
w Eg + de J
4°) Cetie matrice peut étre facilement diagonalisée ; ses énergies propres E, et E_etses
vecteurs propres | y, > et| yo > sontdonnéspar:  dét(H — Al) =0
(Ea—d&'-—l,‘(Eg"‘dE—‘z,}—Wz =
(Eg — AP — (28 + v?) = 0

soit : E, = E +Vw2+d1r:?
E = Ey - \JW2+d2{;‘?

Le ket normé le plus général est de la forme : ly>=all>+B|2>

avec laf +|8F =1 m
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Compte tenu de (1), il existe forcément un angle Btel que: [ el = cos 1 18l = s 2
| : = sin 5
Dong les élatslw;}' et il;f,:a sont donnés par :
a 2]
> =""Cc05 — _ i — - 7 _9
| v, 32!]> sm2|2> o ws= sm2”>+ cos2£E2>

ol I'on a posé - -w

L 0<sOsx
5") En champ faible (e d <<w}, on peut développer E, et E_en puissances de (ﬂ\ .
\w /)
E, =E; 1+ w 1 + (d——-E)z
w
:E0+W(] + I_ (gE-)Z + )
2 tw) -
soit B B ]_eﬁé’
St e s @
E+—E0+W+Lﬁ+ 5
T o

Supposons que les molécules d'am i i dan
U s moniac qui se déplacent s une région oil ?

: : ¢
faible, mais présente un fort gradient dans la direction Oz de I'axe des molgcu]cs Y W

%(52} = 4

D'apres (2), les molecules qui snt dans 1'état | y > sont soumises 2 une force paralléle a Oz

qui vaut : F_ =a(£) = =L 42 difﬂ
dz 2 w d
1 d?i
F_ = —=
= 2 w
D'apres (3) et par un raisonnement analogue : F, = h(dE-—"—-)
) dz
: —-1.d24
P 5 o =W

Cette égalité montre que les molé : -
B fore oruosee: q olécules de NH qui sont dans I'état | y, > sont soumises a

;E}l:l;a;zlil:c; li(c:: l;c;s:xnl;el\;c cnilzs a lié IE)ase de Ia méthode qui sert, dans le MASER &
m s et sélectionner celles qui sont dans Pétat d'énergie la plus
g@de. En effet, on utilise un dispositif oil r3gne un fort gradient de champs élegﬁ}i?;ui pl?i
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molécules traversant ceite région et suivent selon le cas de leur état |y > ou |y, > des
trajections différentes. Par un diaphragme convenable, on peut isoler 'un quelconque des
deux états.

e 25 - Oscillateur harmonique chargé placé dans un champ
électrique uniforme - Equation aux valeurs propres de H en

représentation {jx >}

On considére un oscillateur harmonique a une dimension constitué par une
microparticule de masse m, soumise & une force de rappel F = —kx (k>0).

1°) Ecrire !'équation aux valeurs propres de ['hamiltonien de ' cet
escillateur dans la représentation {| x >}, puis dans la représentation
{r =} .

2° Seit ¢.(x) les fonctions propres relatives aux états stationnaires de
cette microparticule. Rappeler ['expression de la valeur E, des niveaux
d’énergie correspondante.

3°) Or suppese mmaintenant que cette microparticule porte une charge g et

-

o e . . =
soumise, en plus de la force F = -kx, a un champ électrique uniforme £
paraliéle a I'axe Ox. Ecrire I'équation aux valeurs propres de
Phamiltonien de ce nouveau systéme dans la représentation {l x >}.

4° Déterminer les états stationrnaires et les niveaux d'énergie de ce
systéme respectivement en fonction de ©,(x) et de E,. Quelle remarque

" peui—en jaire sur l'ensemble de ces miveaux d'énergie.

Extrait, Casablanca I, MP2, Juin 1986.

1°) Pour une particule plongée dans un potentiel scalaire V(X), l'opérateur hamiltonien H
“Gerit - I

s'éerit : H = ZmP + V(X)

@ Nous cherchons 2 écrire cette équation en représentation [ l x > }, c'est-a-dire en faisant

intervenir la fonction d'onde w (x, £) définie par: y(x. o) = <x |w()>

L'équation de Schrodinger: % % |wws>=Hlyw> w

En projettant cette €quation sur | X >, nous obienons :

it %<xlw(t}> = 2—1’;!-<le2| wi()> + <x | VX)) |y >

Les équations qui interviennent dans cette relation peuvent étre exprimées en fonction de

s

30

—
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(X, 4); - 2
¥ (x, 1) ; en effet, nous avons : - <xly> = 5; v

<xlvx) |y > = Vix) wix, )
L'élément de matrice < x | P? | ¥ (i) > peut étre calcylé en utilisant ie fait qu'en
représentation {l x > } » £ agit comme E V= 2 52-
1 i ox
-:xIP?ny(t,b=—?a'2-£7i 2
o wixt) =-h? Ay(x 1)

L'équation aux valeurs propres devient alors :

ar 2m

2 -
i — oy (x, 1) = [—-hz-A+ V(X):'W(I,f)

°

@ En représentation {| p >}, Ia.fonction d'onde est représentée par :;(p, )= <plwo>
En projetant (1) sur I ket | p >, nous obtenons :

a 1
m;;<p|§"m> = E;,T<PIP2IV{'U>‘ + <plvix)lyx >

o Leplyws =Ly 2 =
It ey wip,t) et <pEP ny(z)> =p wip it

T

S <elvilwin> = jdp’ <PVt ><plyi>

¢ ) _
oF <plvx)|p> = (2mh )22 V (p—p)
avec V (p) = (27K )2 jdx e PRy

Il vient alors : <p I V(X) l V([) > = (2nh )_;/2 J-dIJ'V_(p—pf) ?(p,' )

L'équation de Schridinger en représentation {l p >} s'écrit donc :

A Jd — 2 ) _
ih 5:‘ w(p,t) = ﬁ-— wip,t) + (znﬁ)—lzzfdprv (P=—p')_\zf(p', 0

ol w(p,t)et V(p) sont les ransformées de Fourier respectives de wix, ¢} et V(x).
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2°) En représentation [] x >}, I'équation (2) aux valeurs propres s'écrit :

“h2 1
*Z,E;;; =+ Fme’ xz) @nlx) = E, @ux) 3)

La résolution -de cette équation nous donne les valeurs d'énergie acceptables que nous
rappelons : E, = (n + 2,—)7{ @ of n est un nombre entier positif.
3°) Supposons de plus que cette particule porte une charge ¢ et qu'elle est plongée dans un

=
champ électrique uniforme € parallzle 4 I'axe Ox. L'énergie potentielle classique d'une
particule placée dans un champ uniforme vaut : W=-gex.
Pour obtenir en mécanique quantique 'opérateur H(g) en présence du champ g, il faut donc
ajouter a I'énergic potenticlle %mz a?X? de l'oscillateur harmonique le terme W(g) = —q X

: ) e 1
Ce qui donne : B = 5= & Em.co?.?{2 - q&X @

Soit | ¢’ > un vecteur propre de H' : H|¢g>=E]|¢>

En utilisant (4), on peut écrire cette équation en représentation (| x>):

—h? @& 1 5 2 v o pegar
-2—”—1?‘?4* Ema}x—qé'x‘l’(x)—Eﬁofx) ®)

Dans le premier membre de (5), groupons dans un carré les termes en x? et en x:

[:’i A (x _ﬂj’ = ﬁ—]w’(x) = E9x  ©
mar

2m 2 2me?
Remplagons la variable x par une nouvelle variable », telleque . u=x - q—;—
m
¢ est alors une fonction de u et I'équation (6) devient :
2 2 1 2g2

L'équation (7) est la méme que celle qui permet d'obtenir les états stationnaires de
T'oscillateur harmonique en I'absence du champ électrique (3). Nous savons que les valeurs

acceptables de E” sont données par : E, = (n. + %)ﬁa: (8)

ol n est un nombre entier positif ou nul.
On déduit d'apres (7) et (8), les énergies E’ des états stationnaires de l'oscillateur

- —_— — e— l
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J
harmonique : o (,, + I—)Ti @ E g?¢g?
7 n = n +—
2 Z2map
ROIL "
E, = (n + 15) @ - ﬁ o)
l 2ma? @
temarque : i) Le spectre de I'osci
oscillateur harmoni "
s que est donc décalé o 5
(quantieé gL ! = blacriigie
2maor

# Les fonctions pro, ¥ ié
DTS @, (x) associées aux valeurs ro ‘'obti
o e propres (7) s'obtiennent toutes 3 partir

L :
Lin effet, la solution de (7) correspondant 2 une valeur donnée de n est @, (1)

‘P'.(tt) = @, (x - ﬁ)

mao

i) La i i i
) La translation provient du fait que le champ électrique exerce une force sur la particule

Complément Représenter v, W(e) et V+Wie)

La présence du cham i i i
p €lectrique unif;
V de l'oscillateur b - que uniforme & a pour effet de déplacer la parabole représentant

V + W(e)
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26 — Propriétés des états |o> (états propres de l'opérateur
d'annihilation a) - Valeurs possibles de I'énergie.

Soit H Ihamiltonien d'un oscillateur harmonique & une dimension de

masse m et de pulsation w. Soient Iqo,,> et E, les états propres et

valeurs propres de H : H |p,> = E,|¢,>

Considérons 'opérateur d'annikilation a dont- les états propres |a> er les

valeurs propres «, sont définis par @ a la> = ala>

avec | a>=3% C, (a)|p.> oi Coy(a) est réel positif et <o |a>= 1
= :

1°) L'opérateur a est—il une abservable ?

o
C, .
il

En déduire C, (@) en fonction de C, (o), et calculer C, (o) en fonclion

n
F=e‘).

2°) Montrer que C,py () =

de n el « (utiliser le fait que 7Y,

39 A Uinstant t = 0, le systéme est dans U'état |w(0) > = |a>
On mesure I'énergic d@ cet instant. Quelles valeurs peut—on trouver et avec
quelles probabilités ? Exprimer ces probabilités en fonction de n et «.

49 Calculer la valeur moyenne de H dans I'état |a>.

<

5% Calculer I'état du systéme & I'instant t, ainsi que < H >(i).
Extrait, Casablanca I, MP2, Janvier 1987.

1°) Rappelons tout d'abord quelques définitions.
On définit les observables X et P sans dimension par :

5{‘:\,_’%@}{ et 1’3\= L P

mir®
La relation de commutation s'écrit : [J? 5 I/’\] =1
L'hamiltonien s'écrit alors:  H = % + é—maﬂxﬂ = ﬁTco £2 4 Pz)
Nous posons : : a = = J? + iP) et at = £ .5? - lﬁ)
V2 vz

Al fa) o ] = s 1
X et P sont hermitiques, a et a* ne le sont pas & cause du facteur i mais sont adjoints I'un
de I'autre. Doiic a n'est pas une observable.

2°) @ Ona a|a>= aia> [¢))

b

PROBLEMES CORRIGES DF PHYSIQUE 471

O aia>=§C’,,(a)a | o> =Y Cua)Vn |g.,>

Vi reportant cette égalité dans (1), et avec le>=%c,, (e | @._; >, obtenons *

Zn',C.L(a)Wl: loi>=alas> = o YCui(a)p, >

e C,(oNn
ot O, () = =T G, )
% /- ou encore s Covs (@)
# Colle relation nous permet d'obtenir par récurrence tous les coefficients C, () en fonction
s - o
e Cylex) : Ci(a) = ﬁco(a)
o
Cz({x) = ECJ(-‘I)
Cala) = J—"_-c',u, ()
3 n
Noit C.la) = ks 2 0 = D
. = e —— . m—— e,
Vu Nt Naz N7 N7 0@
aﬂ
C.(ax) = Bl Co(ax) @
!

# Hcrivons Ia condition de normalisation du ket la>: <ala> = SlCumF =1
n =

remplagons C, (e par sa valeur obtenue en (2) :
2n

l o ! a !Zu
2
Z‘-' I ‘C{)(G‘)F = ,Cg(a)[ g‘ T =1
Utilisons le fait que 3 lel” 5 .l
ue 2, —5— = ex: | Curam " o o 4
ivec la convention prise out Cy () est réel positif : Co(a) = € -1« /2
L'oxpression (2) devient alors - C.(a) = L e —1ai® 2
n!

ot linalement - |a> = e—lau?fz): oan |

- T | P>

n ”!
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3%) A I'instant ¢ = 0, le systtme se trouve dans I'état

a2

lw) > =|a>=e E%imﬁ 3
n n!

On voit que dans | &> figure | . > qui sont états propres de l'oscillateur harmonique avec

i
valeurs propres E,, = (n + 3-) i o.

I 7 [ .
Donc, une mesure de 'énergic peut donner le résuliat £, = (n + ‘%)h @ avec la probabilité

FE): FE) = | <ol a>f = |Cua
| |2n a2
soit FHE)=—7 ¢ 4

4°) Pour calculer la valeur moyenne < f >, de I'énergie, on utilise :

12
<H>g=<o|Hla> = <@ |TCTHIC o> = En‘,E,. | Ca(e) |
= 3, Ep FUE e
"

=

. 2n
1 | o —lai /2
soit <H>g= 2, (n + i—)'ﬁm——n, e
< ]

= %o (Z nFE) + 5 3 9’;’(&))

Remarquons que la distribution des probabilités FG3(E,) est une distribution de Poisson.

11 vient alors : T2 =1 et );:‘97,’;= (0 + HE,: F, )
Onpose |aff=2 e e-d®iZ=4
‘ 2
. n|o¢|“€"|al 12
en utilisant Yexpression (4), on obtient : YT = z oy
& " n=
) = An o An'+l = an
= — = =AL 3 =
InFn —AnEJJ(n—lJ-’ A ,.-g‘o n .g-z;’on
=13 F=21=|af
n'=0
; 2 1
L'expression (4) devientdonc: |< H>4, = R @ (| al® + 5 ©)

Remarque : Ce résultat ;ieut &tre obtenu autrement en remarquant que :

EEEENEEES
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l) ala} sl ﬂla> — <a|a+ = Q’*<al

d'ol <a|a*af a> = Ialz

i) H = ﬁm(a‘*a + ;—

o8]
A

ninsi <H>,,='h‘.:u(la:l2 +
5%) L'état du systdme 2 un instant ¢z > 0 est donnée par :
tw> = 3 cy(e) e/ ¥ g5

s0it [24 ek .
lvm> =y S=¢ ~'a! 12 g~iEpi ( HI‘PJ‘

en utilisant le fait que £, = (n + é—)?i @ , on obtient :

Iw(l)>= e —iwt2 e-lalz,'z Z o "e —inwt
n

) f¢n>-

51 on compare ce résultat a I'état | y (0) > (3). il apparait que pour passer de | y (0) > a
| v (1) >, il suffic de changer @ e¢n o ¢ —io*
(facteur de phase global sans conséquences ph

» et de multiplier le ket obteny par g —ict/2
ysiques). 11 vient alors :

; lW(t)} = g o2 lae o,

Y

ujours vecteur propre de ¢ an cours du temps,

On voit donc qu'un &tat quasi classique reste to
avec une valeur propre ¢ € —ax |

Rappelons que <X>z=<a|X|a> = 1{£Re(a)
mw

<P>y=<a|P|la> = \2mho tn(a)

geant dans ces dernidres expressions & par o €

<X>‘ = - ’%Re((xe —l(a')

<P>, = V2mkao Im (o e —a)
L'énergic moyenne est donc indépendante du temps. En effet :

En utilisant (7) et en chan

aisément : -i@ on obtient
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Sy
Nt

<H>l= -ﬁﬂ)(laiz -+

27 - Oscillateur harmonigue 3 une dimension - Fonction d'onde
associée a I'état fondamental - Mesures de l'énergie.

Les parties A et B sont indépendantes.
A / 1° Soit |@r> 'un gquelconque des états stationnaires normnés de cetle
particule d’énergie propre E,, trouver I'équation différentielle satisfaite
par la fonction d'onde @i (x) = <x |@x>.

o 2 \

2°) Monirer que @o(x) = N exp| -(mw/2Rh)x* |, N étant une “Consrante de
normdl_isarign, est une solution de cette équation ; en déduire ld\ valeur de
U'énergie propre correspondante E,. \

39 Donner une détermination réelle de la constante N.

4°) Calculer les valeurs moyennes de la position <X>, et de Uimpulsion
<P>, de loscillateur harmonigue dans l'état fondamental décrit par la
fonction dende @u(x). Calculer de méme les valeurs meyennes. <X?>, ef
<P?>,.

5° En déduire les {carts quadratiques moyens de la position
(AX), = (<X2>¢, - <X>§) et de l'impulsion (AP)y = (<P2>,, - <P>§,)
dans Vétat fondamental de Iescillateur harmonique. Les interpréter
physiquement. Le principe d'incertitude de Heisenberg est-il satisfait par
l'oscillateur harmonique dans I'état fondamensal 7

On donne les intégrales d'Euler :

2
Iy = j*“" e P ax = (B et I =J“"" 2 e P ax = (2 Biy,

Lt =0

ot B est une consiante réelle positive.

B/ Dans le cas géndral, on montre gue les émergles propres de Poscillatenr
harmonique unidimensionnel correspondantes aux états stationnaires

orthonormés |@y> sont données par E, = (k + I2hw, k € IN
19 Ces niveaux d'énergie sont-ils dégénérés ? Pourquei ?

2% A FVinstant ty , 'escillatenr considéré est dans Il'état

(> = (N2 loo> + (12 [les> - l9:>]
Lors d'une mesure de Uénergie de. cette particule a linstant fo, est—il

possible de trouver la valeur kRw? Pourquoi ? Est-il possible de trouver
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la valeur THw/2 ? Pourguoi ?

19) Quelle est la probabilité 5 (t,, 3k w/2) qp trouver

comme résultat de mesure de I'énergie a linstany 4 » o valewr ka2
F ty

4°) Aucune mesure n'étant 2
; effectuée entre Jog | g
'état |p(t)> du systéme a ['instant t. RSSO % Sl
;) el
) Calculer ia probabilité F* (t, 3hw/2) de troyyper la valeur 3hw/2 1
ors

de la mesure de I'énergi i I"
_m. ‘gie da I'inst
interprétation physique d ce résultat. ont & Conmclure. Donner une

Extrait, Fes, MP2 - PC2, Mai 1987

I 1°) L'énergie totale d'une particule de masse # soumise au potenticl V(x)

_4 mao e
En mécanique quantique, 2

les grandeurs x et p sont Templacées respectivement par les
observables X et P qui vérifient : [X, P] = ifi.

On obiient alors aisément 'opérateur hamiltonien du Systéme : H = £z + 1 mw? X2
. e 2 5

o 2
2°) H Etant indépendant du temps : systéme conservatif,

I- A 1°) L'émde quantique de I'oscillatenr harmonique se Taméne 3 la résolution d
l'équation aux valeurs propres : Hlp>=E|gp> o
qui s'écrit en représentation {[ x >) :
B
2m 42 7 MO g(x) = B gufx) ey
L=} = - - -
2°) On a & résoudre une équation différentielle du second Ordre ; sa solution générale est :

Po(x) = Ng @127 N étant
tune constante de normalisation

mo ..
Posons A = Eﬁ—,ll vient alors ¢, (x) = N e -2

doy (x) : 2

Y - 2 —1xZ d o (x)

dx AxN e et a2 - = (—2.2. + 4.12x2)§ag(x)

' A Lo 2K2A

L'équation (1) devient : I (I —24x2) + —-12 mao Zx?]q.b(x) = E, gp(x)
= 0 Yo

1 412K
2l pwe _ 4A2R)  (ma
(2 mao 3 ) + ( - EOJ =0

Lo
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: B2 HZmo
Le terme constant est son identification & zéro exige: Ep; = prent e B 1
- o
50it : 0o = 3

r 2 o
3°) La condition de normalisation, soit ici || ¢p(x) | dx = I nous permet d'écrire (on

N2 [r=e2ifq = 1

—oo

choisit N réel positif) :

v B qy — z

- L e P ax 5 /

: /
. 457 mm)
R - Vi (et A = =
done N i Bl =W = ( B

™\
soit o (';-:-ﬁ.

maNe w2 12 h
Pofx) = ( e

et donc la fonction d'onde du fon'damental est: e

4°) ¢ La valeur moyenne de la position est, pour un état ¢y (x},
- e or &Ee, 222 dx
<x>9 = '[*” @0 (x) x @ox) dx = J'; xgfx) dr = NP ‘L xe

—

la fonction & intégrer étant une fonction impaire et l'intégration étant sur un mtervaélzl)c
symétrique par rapport i l'origine, on a : <x>g =0 -

<z = N[ e

—o0

¢ La valeur moyenne < x2 >, est:

= £ Ly o btient :
en utilisant ‘L- P2 e dx = T, 5 on obtie

224
: N L (Nz _ A _.)
<Fr=NMaNu - a Z
3

2 e dt

soit : < X >p e

4 La valeur moyenne de l'impulsion p est, par définition

<P> = .r” Po'(x) (—rﬁ jj;%(x)) = J: Po(x) [“ﬁ‘f (-2hx 90 (x))] dx

—ea

EEENEEEENi
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<P> =J.’°“ 2ik Ax qpf, {x) dx

s

donc <P>= ) pour les mémes raisons que (2).

¢ Dautre part, <P?>, = I"“’ Po'(x) [—-ﬁz c{-‘—;—%(x))dx

—sa

= 2K2} “’*” g5(x) dx — 22 J’*“’ x2 ¢3(x) dx}

=222 [1-24 <x25,]

; 4 7
Compte tenu de la valeur de A, on obtient aisément : <Pl>, = =

5°) L'équart quadratique moyen de la position & pour expression :

(axy) = Ve X322, - < x =t

soit d'aprés (2) ct (3) : Axpy = V Fl2me

On défmit également d'aprés (4) et (5), I'équart quadratique moyen de I'impulsion par :

i
Axo dpo =

De (6) et (7), il résulte -

Comme d'aprés la relation de Heinsenberg, Ax Ap > g on voit que la borne inférieure ;—

st atteinte dans le cas de I'état fondamental de Yoscillateur harmonique.

B-1°) Les énergies propres de 'oscillateur harmonique sont données par:

E, = (k + !2—) Aw avec k€ IN. E,estnon dégénéré : A tout valeur de & correspond un
vecteur | @ >, unique.

2°) A l'instant 4, 'oscillateur considéré est dans I'état :

i 1 1
[wit) > =Gle>+5le> - sle>

¢ Aucune valeur propre ne peut étre égale 2 Fiw, donc lors d'une mesure de I'énergie, il

n'est pas possible de trouver la valeur i,
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z i i espond 2 1'état propre
€ Par contre la valeur E£; = T @ est une valeur possible qui corresp

| @5 >. On voit que dans I'état | (1) >, | @; > est affecté d'un cefficient nul, 1l nest done
pasj po'ssiblc de trouver cette valeur lors de la mesure de 1'énergie 2 l'instant £,

valeur propre correspondante & I'état propre | ¢; >. Il vient alors :

1
HE) = <elww>P =3

3 fw
3} By =3~
4°) L'état du sysi®éme & un instant 1 > 1, est exprimée par :

2
—iEy(t = tg) VR
|y > = I;Eocke il gl I

soit :

[ - 2
] —i@(t—1p) )2 L, “3io(-1)! »
Iwrt}>=(j§)e 8 l>+5e |

9 (15 ) - FeE) = [<alvosT

Ihw i

3 é i car H est
Nous retrouvons la méme valeur que celle obtenue & ¢ = #,. Ce résultat est évident car
une constante du mouvement.

s0it

§ 28 - Opérateurs a et a* - Valeurs possibles de I'énergie.

3 les
Dans tout le probléme X et P représentent respectivement les observab

it impulsion. ) ) o bty
iezlt:&?to::en :fa’une particule en mouvement oscillatoire unidimension
a

. : i la
P2 1 2X 2, od m et @ désignent respectivement
s'éerit - H = Im t 3 me X2 0

s ulsation. 3 _ ) . .
gﬁ:iet Zt ez‘aa{’ deux opérateurs adjoints l'un de HNautre, agissani su

élats stationnaires |¢,> du systéme telles que :
i +
16a> = VB 10as> ; @ 192> = Va4 1 19001>; [a, &*] =0
a n e ne—

& - s -
> est un base 01-”"!0"{””’33 el Campléte. Geﬂe?ﬁjlse? les
I ) { I¢" } s [ s

i ee—— SR 2=

4
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relations gu'elle doit vérifier.

2° Calculer les éléments - de matrice <¢a|a lg,>, <Puc|a*|¢,>,
<¢u' I aa*t |¢n>5 <¢n' ! ata I¢n>1 <¢n' I a2 ";bu} et <¢n' i a+? I'¢'n->

3°) On pose X = [—E— JHZ L/ (@t +a) e P= (m K w)l? ol (a*— a)
V2o V2

Démaontrer que les valeurs moyennes des 2 observables dans uyn étar
Stationngire |p,> > Sont nulles ?

En déduire : - [eg états gquadratiques majens (4X)2 er (AP)2
— Les valeurs moyennes des deux énergies cinétique et

polentielle ? [e produit AX . Ap est—il conforme a |Ig relation
d'incertitude d'Heisenberg 7

- - - - rd 3 ?i C,J
4°) Démontrer que I'kamiltonien dy Sysieme s'écrit : H = '-T(aa* + ata)

ayant pour valeurs propres, associées aux étars stationnaires,

E, = ha (n + 71-) avec n=0,1, 2 3.

59 A linstans ¢ = 0, U'état du Systéme est denné par :

o> = SLg,s . S [TERS PR

a) On mesure 4 cet instant I'énergie duy systéme, quelles valeurs trouve—i—
on el avec gquelles brobabilités ?

b) Quelle est Ig Probabilits ¥ ¢y, pour qu'a instant t > 0, une mesure

de I'énergie donne un résuliat supérieur @ 2he ?

€) Calculer [es valeurs moyennes de Y el P a linstant t ¢t montrer gque
leur évolution dans 1. temps vérifie le théoréme d'Ehrenfest ?

Rappel de formules : [x,F(P)] = & d-%’il ;P GX)] = i %{l
Ecart quadratigue moyen d'une observable A: (AA)? = <A?> - < A>s2

Extrait, Tétouan, PC 2-MP 2, Janyier 1987.

1°) ¢ H étant hermitique, les kets | ¢,> correspondant 2 des valeurs de 5 différentes sont
orthogonaux ; comme chacun deux est normé, ils vérifient alors la relation
d'orthonormalisation : < O | 0> = 5,

® H est une observable - I'ensemble des [ #.> constitue donc une base dans &, ce qui

s'exprime par la relation de fermeture - o< ]=1
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% Nous avons a* ' G > = ‘\f; f 9. >

1 . L] g

scil|¢n>= —]— ﬂ*l ¢n—1>”—' _L {a+)2 f¢m2>= J_
ﬁ \I; -\an] '\/—y; Vn-1 ﬁ

L (| gy >
n!

s0it | ¢.> =

x

ﬂ+l¢,,> = Nn+l! I¢’u+1>

4
Laseiquationsadjointessont:<¢,=]a*=VI;<¢HI et <¢}“a= ¥n+l <

a I‘IP}I} = ,\fn_{ Pns > et

2°) Nous avons :

Les €léments de matrice des opérateurs a, a*, aa*, a*a, & et {qff/)’ en représentation { [ ¢, > }

sont:< gy lal §> = < g | Vu | 90> = Vi 8,00 M
<@y [d"'j ¢n> = <¢n‘ I N+l I¢n+1> = Vn+l 5»"(:11[) (2)

<t |aa* | 9> = <gy | aVnsl | guos> = Nntl <gp | Voo |9> = n+1) 60 (3
<t et | 90> = <40 | @Vl fr> = Va< gy [ Vo 4> =i @
<t | @ |¢>=<¢, | aVn| 9> = Vi <4 | Nn-1 | ¢o> = Van-1) Brtn-2) ‘(5)
<t l@Plo> = <o |aVn o T [ps> = Vur 1 <oy | Vna2 | g >

=V + Dn+2) By (®

m hra) .
3°) @ Posons y - L (a* + a) et P = > ifa* —a)
2m @

Nous avons :

X Jg,> = «\/2:”0 (a* +a) i¢,.>=q/2?fm (Vo7 10nis + Vil o0s5]
Plos>=i\|2E2 oy 6 =i\ 222 [Va 3T [ s> 14> ]

Les éléments de matrice des opérateurs X et P sont donc

‘é¢n'lx[¢n> = \’21’:@ [‘\"" + 1 an'rH-.i +‘\[;5n'(u-1)] m

<o tPlo> = i \[PEL [V 3T 6ymrs Va6 ] ®

———
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3 _
ll olllt; % =1, nOus voyons que leg valeurs moyennes des deux observables X et P sont
nulles,

@ Pour obtenir les écartg quadratiques moyens (AX)? et (AP)2, il nous faut calculer les
valeurs moyennes de X2 ¢f p2 -

X2 - g ra++a)(a++a)=;'—::~; (@2 + aa* + a*a + @2) ©-a)
p2 - nhao mh @
. (a*—a)(a—a+) = --T-(a+2—aa*—a+a+a"-) 9-b)

Les termes en @2 et ¢+2 pe contribuent pas aux éléments diagonaux (d'aprés (5) et {6)). Par
contre d'aprés (3) et (4), on a - <g, ia*a +aa+| @G> = (2n+1)

1 vient alors : 4X2=<¢.,,[X2[¢,>_(< ¢,|Xg¢,_>)2=<¢,,[x2[¢,_>
oy gl - 1y %
g 2n+1) = (n + 2) m_'(;)— (4{0)]

W =<0 172045~ (<0012 19,5 Vmeg|regn

m¥u @ :
= 52+l = (n " —zi) mie )
@ On en déduit le produit AX | Ap - AX AP = (n + 'L)h
2

Nous trouvons qu'il est supérieur oy égal a% - La borne inférieure est atteinte pour I'tat
fondamental, c'est-a-dire Pourn =0 (cf exercice 27).

2
H = 2-% + é—ma)?Xz
en utilisant les expressions de P2 et de X2 (9)

4°) L'hamiltonien du sSystéme s'écrit -

-mhAiw - '
P2 - S (a*z—aa‘-—a*a+ag) X2= {a+? +aat+ara + a?)
Z2mow
D'oi H-ZA0 . go
=T (@Y —aat—ata + g2) + =7 (@ +aat +ara + o)
Hw
H = 5 (aa* + a+q)

On en déduit les valeurs Propres, associées aux étars stationnaires :
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]
B2 salrsarmlos = 22 oy
.

7o (n+ %)
Remarque : Ce résnitat pent étre obtenu A partir des résultats (10) et (11) en calculant
E, = <E.> + <E,> Eneffet: £

E,=<H> =<g¢, |H]|¢,>

soit E, avecn=0,1,2,.. ...

o o o

Fo hae
4

- 7 2n + 1)

E,=T!m(n+15)

Les énergies cinétique et potentielle moyennes sont donc égales.
5°) A linstant ¢ = 0, l'oscillateur harmonique est dans I'Stat :

1
Lo i i P
T T 2m

(2n+1)

On en déduit :

lv@>= 3 1>+ L Lo+ 5 lo>

a) Remarquons d'abord que [ V¥ (0) > est normé. La mesure de I'énergie du systéme 2

l'instant ¢ = 0 peut donner comme valeurs, celles correspondantes aux états | g >, | ¢;> ou

. e 3 b)
| #.> ; soit : Ey = =—, E =% ho, E=Z%o

Les postulats de 1a mécanique quantique nous permettent d'obtenir les probabilités F7(E,)
des différentes valeurs Ej ; en effet :

FE) = | <o | w)>f =% FE,) =|<¢1|w(0)>!2=%

bt Lo N [

ot FE) = | <g|ly)>f =
b) L'état[ W (t) > alinstant ¢ > 0 est donné par :

2 2 ; 1
lvin> = ZC.0) eBatiB]g> = 3 Co0) ¢~ "+ P g,>
L n=0

C@ =5 GO =7k ao =4

avee W

¥

Soit 2 l'instant ¢ > 0, une mesure de I'énergie donne un résultat supérienr 3 2 7 @ (c'est-a-

dire g- # @ quicorresponda n = 2),

La probabilité de se trouver donc dans 1'état | ¢, > s'écrit :

i 55 g E N EREEEEEES
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Pwp=l<glwm>F = ol =|cwoP

#olt : P(t) = TI.

¢) La valeur moyenne d'une grandeur physique quelconque A est donnée en fonction du
tempspar: <y |Alym>= 3 3 CL(0) <, |A|$,>C,(0) i EnEnisF
A0 n0

- . »
= E E Cn ("'J" Cn lll’} An'n e :{n _"" Lo
R=0 =0
nvee Apn = <@y I A I ¢.>  etn’, nsont des entiers.

# Appliquons ce résultat aux observables X et P,

D'aprés I'égalité (7), les seuls éléments de matrice Xpw €t Py, non nuls de X et P sont tels
(ue n’ = n * 1. Par conséquent, les valeurs moyennes de X et P comprennent uniquement
iles termes en € Fi @1,

Kerivons alors les matrices correspondantes 4 A = X et A = P dans la base
{! o> .l ¢,> et | o, >} - Soit d'apr2s (7) et (8) :

0 1 o 0 -1 0
h i mA o
X = 1 0 2 et P =i 1 0 2
2mo 2
0 V2 o 6 V2 o

La valeur moyenne de X est donc :
X>; =Co(0)Cr(0) o€ @'+ Xy0€ {91 + €1 (0) Cy(0) [Xpp e ~9t 4 X, e i1
s0it d'apres les valeurs de Co. CnC; et Aor. Ajp, Apy et As;

1 i : : 1 I3 ; 2
<X> = — e—lﬂ)l_._elwl' $ — 1{2 e — w! e ror
Yooz V.‘!maj( ) W2 NZmo 6 * )
=:f‘% ‘\’2::‘-” (I+ﬁ}cosa}l (12)

Par un raisonnement analogue, on obtient : .
<P> = Co(0)Ci(0) [Poy€ <@ 4 Pyeiwny c, () Cy(0} [P € @ty P, giar

2 mAiw i _ :
=i —— e o _ o —ion iwf __ —iws
N = [¢ )+ V2 (e e o))

s 2) si (13)‘
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@ Appliquons le théoréme d'Ehrenfest aux observables X et P :

§<X> & 5% o (14)
d 1 )
E<P> =ET£[P.H] =-ma? <X > (15)

D'apres (12), nous avons : L ERS .. T ag sin @ ¢
df ' 2 m @ g

-7 'fﬁco SR <P>
ol o (I+’\,2)5mwr='—m—

d —%ﬁ-ﬂ (I+\j_2-)cosa)t

Daprés (13): — <P>=-@

dr
= —m @? %‘dzzw (I +‘\G)coscur=-—mcoz<X>

L'équation (15) est donc vérifiée,

Donc I'équation (14) est vérifiée,

29 _ Les matrices de Pauli.

Considérons les trois matrices de Pauli o, , Oy el o, gqui, dans la bagse

des vecteurs propres normés |+ >, et | - > de o, avec les valeurs
propres respectives +1 et —1 , s'écrivent :

0 1 0 i 10
0, = , O, = et o, =
(1 o) . (:o] : [0 ~IJ

Et considérons les trois observables S, = (%/2) o, ;8 = (TIIZ)CI‘J, et

S:=(R!2)0o,.

Pour la terminologie, les observables 8., S, et S, représentent ireis
grandeurs physiques mesurables attachées g U'électron appelées compo-
Santes du moment cinétique de spin de ['électron. Ces matrices agissent
dans un espace & deux dimensions appelé des états de spin de I'électron et

noté 8"

19 Quelles sont les valeurs et vecteurs propres de S, ?

2°) Déterminer les va!eu‘rs propres ef les vecteurs propres normés notés
(I+ >, 1~ >) et (+ >,1— >0 de o, et a, respectivement.

En déduire les valeurs et états propres de S, et S,.
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1% Montrer que O, , O, et &, obéissent aux relations de commuiation
[0, o1 = 2i o [Gy, 0,1 = 20, et o, 0,1 = 2§ Oy
lin déduire les commutateurs [S:, 8,1, [S,,8)et[S,, S,].I

4°) Soit 82 I'observable associde au carré du moment cinétique de spin de
V'électron définie par : §2 = S22+ 82+ 8.2, évaluer le commautateur
[5%, S,1. Que peut—on déduire ? S%er S, représentent-elles des grandeurs
Physiques compatibles ?

5°) Evaluer laction de S§? sur les états |+ >, et |- > . Conclure.

6°) 8% et S, forment—elles un ensemble complet d'observables qui
commutent ? Que peut~on conclure ?

7") On mesure I'observable 8%, Uélectron étant dans I'éiat de spin décrit
par le vecteur |y> = o | + >+ Bl->,(x,B) € C de Uespace &,
quelles valeurs peut—on tronver et avee quelles probabilités ?

%) La -mesure de 8% n'étant pas effectuée, une mesure de S, donne Ila
valeur RI12, quel est I'état de spin de I'électron immédiatement qpris Ia

mesure ? Quelles valeurs peut-on alors trouver lors d'une mesure de S, et
avec quelles . probabilités ?

Extrait, Fés, MP 2-pPC 2, Juin 1986.

1°) o, est une matrice hermitique, diagonalisable. Ces valeurs propres sont done : + 1. Leg

vecteurs propres de o, sont | +>et| —>. Ces mémes vecteurs propres sont les mémes que

ceux de S, par contre ses valeurs propres sont £+ %/ 2.

2°) o, et o, ont outes la méme €quation caraciéristique : A2—1=0

Les valeurs propres de o et oysontdonc: A=+ 1,

Donc les valeurs propres de S8, et S, sont + 7 / 2. Cherchens les vecteurs propres de o, qui

sont aussi ceux de §,
0 1 Cy [+
(1 0)[32J=(Cz)
=1 1 Cy
(7 (%)
1 sl Ca

En représemative | +>, = ¢;| + >, +¢;| =,

b I I
On choisit : €1 = = i €& = == pourque| + >, soit normé
vz Nz o
Il vient alors : |+>, = -J—(]+>:+]_>z)

ST
®
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| est facile de montrer par une raisonnement analogue que : |- >, = j_ (] i B e | g )
. 2

u en remarquant que < + | - >, = 0.

‘ 5 C
our g, , on fait agir le vecteur colonne ( ) pour trouver + / ( J

Cz G .
0 —i ‘.‘ C‘l CI " /,/'"'/,
( i 0 ) o - G -
—icy=¢; ct ic;=¢
e plus c2,+c§ =1. Il vient alors : €3 = ok, i 6 = k.
V2 2
oit : |+>y=L(I+>I+iJ—>Z)
V2

cket | —>, doit &trc normé et orthogonal a | + >, , il vient:

I-—>y=-j-;-(1+>1 + —il—:—,)

n résumé : %
Sx,y,z |-—>x.y,z" Eli:’xyz
avec |i>z=%(|+>zi—|—>z)
|5, = j-——z-(|+>, + ;|—>,)

°) D'aprés la définition det matrices 0y, 0y, 0, il est facile de vérifier les égalités

livantes : 02 =gt =] (f: matrice unité 2x 2) (1)

0.0, =— G0 = i, (2)
nsi que les équations qui se déduisent par permutation circulaire de x, y etz .
e (2) on tire : [6:,6)] = 0.0, — 66, = 210,

nsi que les €galités obtenues par permutation circulaire.

Oit : loy,. o] = 2io, ; [o:, o] = Zio,

s 8 = (%)2{0',,0',] - (g—.)zﬁo'z = ifi§,

S,.S] =i#S,

n en déduit :

B, 51 =185, :

l
I
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4°) Commutateur [S2, Sz] :

[52.8)= [+ &

2+ 82,80 = IS2. 5] +155,8] +I55, 5,

or (52 .S = 5. 05,.,5] + [S.,5] S =-ifi [SS,+S5,5.]

[S2 .81 = 8,05,,5] + [S5,.51S, = i[5S, + 5.5,
S .81 =0
d'oi : 1182.8.1 = 0]

On voit que S2 et §, commutent. Ils ont donc des fonctions propres communes et, plt
précisément, ils ont une base propre compléte commune qui est celle de S, ( | #>,
[->.

5°) On voit que le camré de chaque matrice de Pauli est la matrice unité :

2 2
Donc : Sz=ﬁ—(oi+of,+of =3Z_I
2 i 0
ou encore 5 2= S‘f ( )
0 1
2 2
D'od Szl+>,=3§ | +>.; Szi—:a-z=34ﬁ | i

S2|+>=n25(S+1) | +> S étant un demi-entier = =

On conclut que : 3

6°) S?etS, commutent et forment une base propre compléte. Donc I'ensemble (SZ .8,
constitue un ensemble complet d'observables qui commutent (E.C.0.C). Par conséquent |

résultat de la mesure par les différentes observables §% 'ou S, est suffisant pour détermine
I'état du systéme aprés la mesure.

7°) L'éleciron se trouve dans I'état de spin décrit par le vecteur - | w> = al +> + ﬂl -3

2
Les valeurs propres de 57 sont 35 (valeur deux fois dégénérée) et les vecteurs propre

2
de 8% sont| + >, et | — >,. Donc, la mesure de §2 donne 2 coup sfr 3} avec |
2
probabilité : ﬁ(Eagf—)zl,<+|w>|z+i,<—|w>iz
2
Soit : ._93’(E="3f—)=|al2+|ﬂ[z
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2
| y> doit étre normé, donc | ef + | B = 1.1 vient alors : FE = 33_) =i

8°) ¢ Remarquons d'abord que les valeurs propres de S, et S, sont+ % / 2. Pour S, , on a
obtenu :

7 Ep—

|i'>=='_\/—3(|+>zi'l_>z) ¢))]

et pour §, , on a obtenu : |;t>,=""% (]+>,:t i|—>2) @
4 Lamesure de S, donnant la valeur E montre que I'état de la particule est [ + >, . L'état

2
de spin de I'électron immédiatement apres 1a mesure est le ket normé ;

P,
o>= > &

ey [P ly>

ol P, est le projecteur défini dans le sous-espace associé a la valeur propre + g engendré par

| +>,. Soit alors : P, = |+>, ,<+] 4

Exprimons 1éiat | y > en fonctionde |+, et | —>,:
p 14

L (14>ur 1-5)
> =L (1+>a-1-5)
2
I

done : II,V>=ﬁ({ﬂ+ﬁ3|+>x+(“'ﬁ)l_>’) ©

Les relations (1) nous donnent : I +>, =

P.lyw> = (a+B)|+>,

s

On déduit d'aprés (4) et (5) : 7
<v|Pulw> = S(a" + 8 a+ p) <+ |+ >,
1 2
=5 le+B]

L'état de spin de I'électron immédiatement aprés la mesure est d'aprés (3) :

|¢,>=M[+>x
e+ B1

N E =" E E E EEEE"EMEBSE
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[6> = |+>,

4 un facteur de phase prés

¢ La probabilité qu'une mesure de Ia variable §, donne, dans I'état | w>, un résultat €gal &

il ji
+ = estégaleala probabilité qu'a I'état | v > dewre identique a | + >, . Soit :

2
ﬁ(sy = 2—) =I,<+Iry>l2

Compte tenu de (2) et, on tire -

i SEE RN I O B T PTG
=fle-wb=L(lal® + [pp)-1
SR Rl C R ) [ TP T 1.

I ;
zlavisf < L (1l + 1517) =1

13
ﬁ (Sy =—5) = |’<_ lw>|2

Remarquons que la probabilité de [a mesure de S, donne indifféremment gw ou _—zzem bien
dgaleal:

(s, - D+7(s =P =Llz1al +2151] -

30 - Mustration des postulats sur le cas d'un spin 1/2 -

Préparation de I'état le plus général - Evolution du spin 1/2 dans
un champ magnétique uniforme. '

I — On considére une particule de spin s = ;— ; et soit la direction de

vecteur unitaire @ d'angles polaires @ et Q.

1) Rappeler les matrices représentants S, , S, et 8, dans la base des états
propres de S, qu'on notera [+>ef )] ->.

2° Trouver Ia composante §, du spin de In particule, le long de Ia direc-

- =
flon u, et donner la matrice qui représente S, dans la base des e‘rgts
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propres de S,.
3°) Donner les 2 états propres de S, qu’on notera |+ >, et]=>,.

I — Soif la méme particule de spin s = % ; on considére dans &, I'espace
des états de spin de cette particule, la base formée par les états propres de
1°) Quel est sur cefte base I'étar de spin (mormé) |y> le plus général de

la particule dans I'espace & ?

2°) Montrer que cei éiai peui s'écrire & une comstanie de norn
8 m e
ly> = cos5-e ~i92 |+ > + sin 5-e€ i R

39 Montrer (en utilisant les résultat de I) gque V|y> 65’,, il existe un

vecteur unitaire u tel que |w> soit colinéaire avec un état propre de S..

III — La particule considérée dans I et II de spin %— est plongée dans un

— —

champ magnétique uniforme B, et l'on choisit I'axe Oz suivanié By,
— o

L'énergie potentielle du moment magnétigue M = yS de ceffe particule

- —
est @ =—M . By=-y By S,(y rapport gyromagnétique, Bo module du

champ magnétique) et I'observable hamiltonien correspondante est

H=w, S, o wy, =-Y Bo

19 Trouver les vecteurs propres de H et les niveaux d’émergie.

2° Os suppose gqu’'d Uinstant § = 0 I'élat de spin de la particule est donné

par l'expression trouvée en IT 2° :
ly(@> = cos;- e —iP'2 4> + sin %—-e 9/2 |- >

donner U'état de spin |yw(t)> & un instant t > 0.

3° En comparant ['expression de |w(t)> @ I'un des états propres de S,

— —

ealculé dans 1.3 montrer gue Fangle entre u{t) ef Oz {direclion de By
—

reste constant et que le vecteur unitaire u(i) fourne autour de Oz a la
vitesse angulaire @, (précession de larmor).

4°) Calculer les probabilités d'obtenir l;- et — % dans une mesure de S, ,

dans I'dtar |y(t)>.
5°) Calculer les valeurs moyennes: <y ()] S ly®> <yOIS. lylt)>

et <y(0)| S, |y()> et que pouvez—vous conclure ?
Rabat, Juin_1980.
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I- 1°) Considérons une parti T
particule de spin s = 5 Rappelons les matrices représentants Sy

Sy et S, dans la base des états propres de S, { [+ >, |- > } :

s 01 0 i
S:== = '
=T 2 (1 o) =3 (f 0) 5. =

2°) La composante S, du spin le long du vecteur unitaire

Mt

1 0
(o)
% =
u , caractérisé par les angles polaires @ et @ s'écrit :

- —
S.= §. u =qux+Syuy+ S; u;

=l

= 8, sin 8 cosp + S,sin 8 cosg + 5, cos@ B

En utilisant les définitions de §. , §
L n x» 0y €L S, , on trouve la
matrice qui représente 1'observable co::frespc:ndame S, dans

labase { [+>,]-> }:

2 - ( cos@ sin@ e —P
§ & sin@ e i? —cos8@ J (D

P S

figure 1
3°) & Valeurs propres de §,
L'équation caractéristique de la matrice 1):
2

% 2
Det [(S,) -] = — (;-co.rze—flzj e %ﬁ sin?8 = 0
4
2

donne immédiatement les valeurs propresE, etE_de(S,): E, =
: e =

#
‘ et E =- >
On remarque qu'elles sont bien réelles (propriété d'une matrice hermitique) ?

Remarq“e - Oﬂ voit o -
1 que §, a l% memes Vale Tcs + et {3 S et ;S
u urs per 2 2 qu S,, x »

Ce résultat est trés important i
physiquement ; on peut en fait to ' i
Stemn et Gerlach de fagon que I'axe défini par le champ magnéti:[run: 1;:;: pb;?:]llé?g%agﬂ ge
xr ’

_9
ou u.Les phénomenes observés sur la pl ¥ il doi :
o ol plaque de I'appareil doivent &tre inchangés
ons. La megure de S, . S, ou S, ne peut donc donner que l'un des demgc réf:?;tad;

+ L

¢ Vecteurs propres normés de S,

Soient ezet B les composantes de] + >, ou | + > et | — >. Elles doivent vérifier -
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" cos@ sinae—"‘?’J(ﬂ) 3 E(aj
a = 2
2 ( sin@ e '® —os6 B B

5 [ cos@—1 sin8 e-ie [ o ) ( 0 )___ -
2 “ o
e 2| sin0ei® _cose-1 B
I'on tire : (cos@—1)a + singe — 9B = 0
;9 i E E -eB =0
-a-dire : (~2sin25)a + 2sin 3 €053 e—?p
n & 8 e-inp= 0 @
1COTE : ( —sin §)a+ cos 5 e?p
& o
d'apres (2) : a=clg 5 e—?f
S¢-iv + > + ]|~>:|
ccteur propre | + >, s'écritdonc: [+ >, =B [cozg 5 € |
. 8
ke [casge “¥|+% + sinz|- >]
==
sin 3

ecteur | + >, doit &re normé, donc:  f= sin 3

ecteur propre normé | + >, peut donc s'écrire

|+ >, =

Q teinles 3
] e B P
cosGeviorzase sineiorn]

ecteur propre normé [ — >, doit étre orthogonale a | + >,

I“‘:’H = o I—>+ B I‘">

B L sigt2 o ganl a-lorze p
Stk & = o' cosy € P+ B'sins e
ent alors :

Bk
] 5 = @/2
o = —Sing.e_”pfz et 'B - COSZ &

8 .

) ; —gielZ |_ -
i ‘_>u=—sm-2—£"¢’2|+>+ ek £ I
c%

el n

- ""W R__ '8 - ”
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forme : lv>=al+>+ Bl->
2°) Cet état est normé - |l ] 81w 2

Compte tenu de cette relation, il existe forcément un angle 6 telle que :
G . 8
lal = sz & |p] = nl

Si de plus, nous imposons : O0<@<r

. [ .
L'équation l 3 l = g 5 détermine 8 de fagon unique.
o

Nous savons d'autre part, que les phases de ¢ et B n'interviendront dans les pr
que par leur différence. Soit alors - P=Agf - Arga ; y = ArgB + A

On a alors : ArgB = J_;_‘E et Arga = LZ_—E
0 ix-w o iz s+
Lcketlyr>s’écritalors:] V>=cosz € 7 |+> + sin > e 2
20 g e g8 i
|y> = e 2 cos > e 2!+>+3£n§€3|—>

3°) Si on rapproche I'expression (3) rouvée en 1.3°), on voit que | ¥ > (4) ne diffe;
— y
B4, correspondant au vecteur unitaire 1 que par un terme de phase e %72 quj g

- - - - - - H - . -
signification physique : donc il existe un vecteur u tel que I ¥ > soit colinéaire au k

IOT 1°) L'hamiltonien £/ qui décrit I'évolution du spin de la particule dans
H = _TBU Sz= wﬂsz

Comme S, est un opérateulr qui ne dépend pas du temps, la résolution de I'équ:

Schrédinger se raméne 2 celle de I'équation aux valeurs propres de / qui sont ceux d

¢ champ

Hl'+>=7—i~‘?ﬂgl+>;fl=|-> =—E§m—"

Remarque : On a alors deux niveaux
d'énergie. Leur séparation Awg est E
proportionnelle au champ magnétique

. P L Bl ~_+__~_ l + >
% YBy ; ils définissent une fréquence de :
Bohr unique :

@ E+—E- E+_E

l"+='_"'='-'_—'_"'2”&_ = h

3 2r




=
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2°) A linstant ¢ = 0, le spin est décrit par I'état :
o io
z | 2 |- —o

Iu,v(()):—:cos-ge +>+sin-g-e

L'état | (1)> 2 un instant ¢ > 0 estdonc : lw)>= 3 Ca(0) e-iE, T | g,>
"

i g =2,
e-itEy /F | 4> + sing € 2 e-itE_ 1T | 4>

g =2
|w>= cosy € 2 3

|

En considérant les valeurs de E, et E_, nous obtenons :
| we>= cosg e -ilgroiz | +> + sin—g- eitpran/2 | >
' —
Remarque : La présence du champ magnétique Bo introduit donc un déphasage
proportionnel au temps entre les cfficients affectés aux kets | + > et | -

3°) En comparant 'expression de I y (1) > al'état propre de 5, | + >, calculé dans 13°).O0On

- =
voit que (figure 1) 1) =18 angles entre u et By reste constant

_)n
() = ¢ + ot angles u(t) toume autour de Oz 4 la vitesse

—
angulaire @y (proportionnelle au champ By qui
porte le nom de "précession de Larmor”

4°) L'aprgs 'expression de I'hamiltonien, 'obervable §, est une constante du mouvement.

Les probabilités d'obtenir + g ou— -g dans une mesure de §; sont indépendantes du temps :

Je module de e T{@ravt) = 1

.?(+2—[-)=|<+w(t}>|2 = coszz2

5”(—%)=l<—iurm>l’ =sir=2§

5°) 4 La valeur moyenne de S, est également indépendante du temps pout la mé&me raison

<y |Slwn> =<8 (S, commute avec H )

que4®) :

(, zﬁ,_ sin2 g—\=§cas9
2 Utz ) e

& La valeur moyenne de S, dans rétat | (1) > nous donne : < 8;>, = < v | S:lwa >
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<S,) =< (3 E z
' v() | S, cos 5 e-HPrau) /2 |45 4 <y | S, sin gei{wmot)fz |_s

Or
S 1+> = Ey_
| +> 2|> et Sx|_>=§!+>
D()nc:{&‘},:Ems9 —if
x 3 = e—Hevap) 12 ¢ yeep | R . B,
2 p v | >+2s;,.28«r¢+nu:)fz<wm!+>

En tenant compte de : < = LA
- Vf(t)! = cos = € {prop) /2 o B et
+ + i
2 | sin > e—'(waaot).'2<_f
1 vient alors :

_h g 8 .
<8 = 7 cos 3 sin 5 [e —ifptepr) . ¢ i(qs+aw]

w 8 @
= Jcos 3 sin ¥ cos (Wpt + @)

Soit : <8 = B
x> = Esmeca.r{wor + @)

On trouve aisément par un raisonnement analogue :

k.
<8,>, = EIMBCOS(’&)QI + @)

Conclusion :

i) SyetS
x €L 5y ne commutent pas avec H, donc S, et 5, nc sont pas des constantes d

mouvement, C' i o
e t. Cest pour cela que les expressions de < S;>,et < S,>,'dépendent du temps
il i '

ans les expressions de < §,>, et < §,>;, on retrouve la fréquence de i 2
— Bohr unique 3
iii) Les val

eurs moyennes de S, , 5, et S, se comportent comme le feraient les composantes

d' t ii J 1 —n
'un moment cinétique classiqoe de module 5 qui it ani
- > qui serait animé du mouvement de précession



